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内 容 提 要 


本 审 是 乱 了 数学 分 析 方 面 的 吉 年 数学 工作 者 的 蒿 更 商 篇 的 ， 主 要 介 和 类 
拓 把 空间 理 访 的 基础 知识, 作坊 日 德 久 如 现代 数学 中 一 些 都 门 ( 例 如 识 臣 分 
析 ` 概 率 访 等) 的 闪 簿 ， 就 进 方 式 力求 便 基 蜀 玲 昌 高 等 学 核 中 数学 分 析 鼻 实 
妊 散 商 数 花 的 人 的 晾 解 ， 本 悍 内 容 包括 : 拓 失 糙 构 (部 起 , 列 集 提 闭 集 ,定向 
站 列 的 此 数 ), 回 通 性 , 连 丸 映像 ;过 转 画 数 ; 拓 所 空间 的 各 种 分 藤 性 《To)， 
《TD ,CT9),(T8) (TO) ,全 正则 拓 接 空间 ; 坚 性 ;一 致 性 持 构 ; 距 藤 空间 ， 
拓 抱 从 问 的 距 想 化 所 中 ;描述 和 集 葵 大 章 ; 拓 搁 避 的 简 香 介 和 相等， 二 者 岩 梨 志 
高 等 学 校 获 黎 专 业 商 年 级 学 生 ,青年 教师 三 研究 工作 者 。 
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引 阁 


扔 搓 空 铅 的 理论 一 方面 是 由 於 19 世 筷 数学 分 析 质 基 工 作 的 需要 ， 
另 一 方面 是 受 了 19 埋 亏 末 以 来 态 何 学 基 础 以 下 更 一 般 的 公理 学 方法 
的 影 史 而 产生 的 .到 了 今日 , 它 基 本 上 是 一 站 完 整 的 科学 , 芷 成 专 数 学 
中 的 一 个 基 礁 部 分 ,也 就 是 数学 中 各 个 部 亲 的 共同 震 太 ， 本 画 是 每 了 
通 全 数学 分 析 工 作者 的 需要 ， 特 别 是 需 了 适应 汽 画 分 析 学 者 的 需要 而 
富 的 , 针 折 朱 空 间 理 匾 的 基础 知 碾 作 一 介 契 . 

在 得 喜 箱 略 地 乒 述 一 下 拓 灾 空间 殖 痊 的 北 展 史 ， 俱 乎 是 不 撼 于 助 
的 ， 称 限 秽 如 芒 性 的 疗 念 本 是 古 已 有 之 的 , 但 直到 19 世 筷 , 逃 过 微 积 
分 学 发 现 熏 200 年 来 数 尝 科学 中 大 量具 苯 材 料 的 积累 ， 人 们 才 针 数 乞 
分 析 的 基础 于 题 开 始 探 帘 .。 首先 是 Cauchy，Abel 等 人 对 插 罕 和 才 数 
夺 数 刻 的 站 化 性 的 研究 , 然 德 对 於 过 和 纺 画 数 下 了 慑 钵 的 定 闵 。 另 一 方 
面 ，Argand 车 Gausa 发现 了 福 数 的 内 何 学 表示 方法 (就 是 现在 所 谓 
Argand 图 ，Gauss 在 面 证 一 名 词 的 来 源 也 在 这 里), 使 得 复权 其 的 
研究 得 到 了 内 何 学 直 疯 的 解释 Riemann 不 懂 在 数 举 分 析 方 面 作出 
了 重要 丰 谍 ， 而 且 他 天 於 网 何 学 基 磷 的 研究 在 数学 中 开户 了 林 新 的 方 
向 ， 他 畦 别 指出 ,在 关於 量 的 理 哈 中 ,有 一 部 分 是 与 量 测 钨 关 的 ,六 证 
时 最 不 是 看 成 具有 上 奥 位 置 扰 天 的 存在 的 ， 也 不 基 逢 成 可 以 用 一 种 贡 测 
第 位 表示 的 ,而 是 看 成 一 个 Mannigfaltigkeit 的 部 分 , 他 误 且 指出 ,在 
一 定 的 Mannigfaltigkeit 中 央 定 位 置 时 , 不 仅 有 时 用 有 和 项 多 个 数 短 ， 
有 时 也 要 求 用 扰 窗 多 个 数值 ,例如 在 一 已 知 画 数 集中 决定 一 个 画 数 ,或 
在 空间 中 决定 一 个 几何 图 形 等 过 训 Riemann 已 汉 有 了 画 数 集 的 初 
步 观 念 "。 他 的 过 种 思想 也 表 现在 他 关 输 所 谓 Dirichlet 原理 的 研究 
牛 . 值得 注意，Riemann 也 是 组 合 拓 朱 学 的 货 定 人 ， 但 Riemann 


1) 具 Riemann 的 论 交 : “Uber die Hypothesen, welehe der Geometrie zu 
grunde liegen>;, 献 在 Riemann 爹 集 俄 奖杯 (CounHegHe) 中 279--293 再 。 
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天 愉 拓 摸 空间 的 思想 一 页 矣 等到 实数 盏 洽 以 及 测 粮 、 东 而 奥 三 答 空 其 
中 点 集 的 研究 更 系统 之 后 才能 狼 得 得 一 步 的 发 展 ， 盘 首先 是 实数 于 渝 
的 建立 ,与 实 炮 数 曾 数 的 研究 . 特别 Georg Cantor 不 公 建 立 了 焦 渝 ， 
而 卫 他 把 赤 何 网 形 看 成 这 线 平面 或 一 般 站 锥 欧 克 里 得 空间 中 的 帆 集 ， 
菲 且 他 第 一 次 定义 丁 积 集 里 , 注 柴 、 开 此. 朋 集 , 完 集 等 癣 念 ,获得 了 天 
雁 直 米 上演 些 种 风 集 的 粘 构 的 年 红 千 录 . 

Cantor 的 思想 在 法 国生 德国 的 丙 数 论 学 派 的 研究 中 得 到 了 长 展 ， 

例如 Borel，Lebesgue 潍 更 了 关 蕉 欧 滴 里 得 室 关 中 有 界 于 集 的 府 性 
《就 是 现在 救 学 仇 析 煞 科 画 中 的 所 疆 Heine-Borel-Lebesgune 定理 )， 
而 去 秆 扎 秀 的 殴 展 也 被 麻 用 到 曲 毋 集 奥 覃 数 集 的 研究 (正规 族 ”) 
样 , 过 种 至 想 也 密切 关联 着 沉 范 分 析 的 早期 工作 ， 1887 年 Voltsrra 
娃 立 了 “了 曲 药 的 本 数 ”(fonetions de lignes) 的 概念 ,和 芥 当 族人 分 析 权 立 
了 刍 型 ， 其 德 ,，Hilbert 在 1900 年 利用 Riemann 的 想法 征明 Diri- 
chlet pe ey, 人 了 ) ,使 


J(F) = A 站 dvay 


需 票 小 ] .他 沽 碟 了 数学 分 析 中 的 Bolzano-Weierstrasg 定 班 对 挟 数 
集 是 否 成 立 的 天 题 , 即 画 数 集 的 烈 价 性 问题 ,而 画 数 集 的 列 紧 性 问题 德 
来 在 实 楼 数 出 槛 科 数 醒 数 的 研究 中 部 显示 出 它 的 重要 性 . 随 着 积分 方 
荐 的 研究 出 现 了 与 欧 汉 里 得 空间 类 位 的 继 帘 礁 的 Hilbert 空 阿 .年 些 
事实 部 说 明 数 学 分 析 的 研究 顽 拓 搂 空 半 理 葵 的 形成 从 赋 了 大 量 的 具体 
材料 ,使 得 淖 样 的 一 般 理论 的 出 现成 篇 弃 可 能 文 必 雪 ， 1 
另 一 方面 ， 公 理 党 方法 的 发 展 使 得 从 和 壹 些 天 量 材料 中 产生 一 般 
拍 象 理 窒 怒 成 更 袜 。Hilbert 在 1899 年 发 表 的 沟 卜 性 著作 “ 凡 何 晓 基 
裤 ”(Grunqlagen der Geometrie) 不 仅 乱 欧 克 里 得 欠 何 举重 新 建立 
了 其 正 形 训 的 公理 系 入 , 而 且 创 立 -公理 方法 , 过 就 是 合 , 在 建立 ~- 个 
数学 理 诡 时 ,不 必 去 膏 明 那些 基本 松 念 究 费 是 指 秆 魔 , 而 只 须 把 它们 的 
主要 特 答 用 公理 系 往 光 述 出 来 ,到 嵌 就 使 得 我 们 有 可 能 把 现实 世界 中 
一 些 量 的 央 保 中 的 次 要 的 、 侦 然 性 的 属性 挫 认 ,而 把 那些 最 本 民 的 纪 
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性 提出 来 ， 电 只 有 如 惊 才 使 得 数学 家 人 科 能 更 有 意识 地 长 更 现实 世界 中 
的 各 种 根本 性 的 量 的 关 傈 ， 而 不 仅仅 限 图 党 些 晤 的 关 傈 的 某 些 特 利 霄 
现 的 研究 . 例如 在 数学 分 析 中 有 一 -个 热 知 定 虱 , 即 闭 有 窗 区 闻 上 的 志 
注 画 数 必 过 到 它 的 最 大 最 小 值 ， 而 迁 一 届 性 只 不 通 是 阴 有 之 匠 阁 潢 足 
Bolzano-Weierstrass 定理 的 惩 果 ， 疯 清和 这 点 了 可 以 看 出 本 奢 关 保 之 
所 在 ， 正 是 这 样 , 苇 . Fréchet(1906) 向 数学 分 析 的 大 量 材料 中 准 江 了 
种 种 不 同 遇 题 之 珊 的 类 代 ， 其 共 隔 处 在 於 我们 研究 的 都 是 秋元 饥 赫 元 
之 曲 的 依 旺 关公 ,而 且 在 许多 定理 的 膝 明 中 ,起 作用 的 泵 是 革 种 特定 多 
元 的 某 种 具体 性 贤 ， 而 只 是 殷 多 种 不 同 霓 元 所 具有 的 尘 定 各 根本 外 质 
的 一 般 属 性 。 沪 此 ，Fréehet 利 立 了 广义 分 析 近 一 具有 高 度 增 罗 性 的 
方 癌 , 得 在 一 定 意 义 下 可 以 航 是 数 上 学 分 析 的 基 礁 部 分 的 公理 化 ,过 也 可 
以 在 成 是 拓 朱 窗 胃 再 答 正 式 建立 的 并 始 。 通 翌 ,就 可 以 把 函数 .极限 、 
加 蒜 函 数 等 概念 中 的 最 本 质 的 部 分 剖 标 出 来 ， 建 立 一 盘 攀 元 之 半 的 依 
甘 关 傈 .但 我 们 感 览 机 趣 的 ,往往 屯 非 明基 一 般 的 依 匮 天保, 而 是 连 编 
的 焦 灰 中 保志 喜 所 输 违 稿 ,粗略 地 这 , 是 指 得 依 屯 天 傈 所 关联 着 的 允 
方 的 一 方 ( 主 焰 元 } 的 足够 微小 的 炮 化 可 以 只 引起 另 一 方 (和 从 炎 元 ) 的 任 
意 微小 的 恋 化 ， 但 在 一 般 的 情形 下 , 作 麻 叫做 “微小 的 焰 化 ` 呢 ? 用 闪 
何 学 的 语言 来 天 过 ,所 讲 十 元 相 六 很 小 , 广 是 说 它们 灾 看 作 点 时 是 很 近 
的 。 因此 ,在 广义 分 析 中 ,重要 的 不 是 一 般 的 华 ,而 是 其 上 阁 定 了 站 近 
概念 的 集 ,就 是 所 计 “ 空 间 "。 引用 Fréchet 的 芯 ,得 了 游 周 空间 从 未 
是 一 般 的 集 ,必须 把 集中 的 元 “ 扣 织 起 来 "1 温 就 是 这 ,必须 规定 如 信 利 
上 断 在 一 集中 是 桩 有 欢 某 元 任意 近 的 贴 ， 最 初 ，Freehet 是 使 用 距离 来 
规定 思 近 的 , 过 也 就 是 对 空间 中 元 代 1z,21 定义 的 实数 香 画 数 p{2,y)， 
满足 一 定 的 条件 ， 康 是 他 猩 出 了 距 敬 容 遇 的 概念 。 但 Fréehet 往来 
双 改 更 ,数学 分 析 中 提供 了 一 些 例 , 共 中 如 近 不 能 用 距 骨 来 卉 定 , 例 划 
Baire 鲜 数 类 就 是 这 柑 的 例 ， 即 且 误 的 画 数 列 收 做 不 能 用 “ 距 肉 起 烘 
需求 表 送 。 篇 了 建立 能 色 容 这 些 情形 的 更 一 般 理 给 ,水 得 不 把 距 由 松 
念 挟 到 更 原始 的 概念 ， 把 实数 直 粹 上 以 一 点 需 中 心 的 开 证 间 的 概念 抽 
象 化 成 部 域 的 一 般 概念 ， 加 域 是 比 距 餐 更 基本 的 概念 。 如 果 对 集中 每 
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由 部 选 定 一 粗 子 集 必 篇 它 的 加 域 , 册 未 存 间 集中 这 近 也 就 细 着 规定 了 ， 
而 所 谓 一 子 集 包含 着 “和 与 a 任意 接近 " 的 点 , 是 指 过 一 子 集 包 舍 a 的 每 
个 洱 域 中 的 点 ,也 就 是 入 , 它 和 拱 4 的 每 个 尖 域 相交 。 早 在 Hilbert 的 吐 
淮 肉 何 学 基础 的 著作 中 就 已 提出 了 沸 域 概念 来 答 “ 于 玫 " 作 公理 学 的 定 
闵 . 引用 他 的 原 话 " ,所 谓 平 面 ,是 指 一 相 元 ,这些 元 时 做 点 ,每 一 点 妈 
尖 定 一 些 点 的 子 集 , 它 自 己 舍 在 每 个 过 样 的 子 集中 ,这些 子 集 轩 做 4 的 
痢 域 .一 个 轩 域 中 的 点 自 数 平 面 ( 即 平常 带 有 Descartes 站 变 坐 标的 
平面 ) 中 某 Jordan 区 域 ( 期 由 一 个 封 表 Tordan 曲 糖 所 图 绕 的 可 瑾 的 
内 部 ) 中 的 是 之 闻 虑 立 一 一 对 应 .党 Jordan 区 域 叫做 那个 因 域 的 像 . 
在 一 个 像 中 的 、 包 舍 点 4 坝 其 内 部 的 Jordan 区 域 仍 是 4 的 一 个 渤 城 
的 像 ， 如 果 一 恒 郑 域 有 两 人 像 , 那 末 , 藉 那 个 部 域 引起 的 二 像 之 问 的 一 
对 一 喘 像 是 条 方 连 炉 的 。 如 果 避 是 4 的 一 个 轩 域 中 的 某 点 , 那 末 这 针 
域 也 是 B 的 一 个 剖 域 。 对 堆 4 点 的 两 可 闻 域 , 恒 有 4 的 一 个 导 域 同时 
包含 在 那 南 个 轩 域 之 中 . 如 时 4, BB 是 平面 上 任意 十 点 , 那 末 扫 必 有 
一 券 域 同时 也 包含 马 ， 有 趣 的 万 是 Hilbert 的 过 一 公理 系 科 马 全 现在 
用 壮士 规定 拓 饶 车 机 的 定义 很 接近 了 . 当然 ,必须 扼 秦 尖 些 不 必要 的 
基体 限制 。 Fréchet 并 好 考虑 用 部 域 定义 空间 ,是 在 1913 年 ,而 在 大 
匀 网 里， 有 些 别 的 数学 家 出 作 过 大 例 的 考 请 ， 特 别 是 Hausdorff 在 
1914 年 出 版 的 书 Grundziige der Mengeniehre 《第 一 版 ) 中 利用 了 
阴部 域 定义 我 们 现在 所 订 (72) 型 空间 上，Riesz 世 是 拓 搂 空间 理喻 
的 贫 基 人 之 一 , 他 十 要 是 和 从 关 集 投 念 出 发 。 Hausdorff 以 和 后, 拓 拱 空 
摘 的 玲 论 水 半 定 形 下 来 .其 合 的 很 多 重 让 十 作 是 属 套 殴 隘 莫斯科 灌 派 
的 ,特别 基 可 ,CC，Anercagazpos 内 IT. CC YpaeoH， 如 果 Fréchet 
是 纪 早 看 出 烈 汉 性 奥 紧 性 的 密切 关公 的 入 ， 那 末 紧 空 湖 的 条 欧 研 究 却 
是 属於 AnekcaHIpon 虹 pHCcon 的 。 他 们 坟 在 距 赚 化 问题 一 一 即 
苹 求 一 侦 拓 朱 空 尚 的 拓 杰 千 权 可 以 由 一 了 距 风 规定 的 供 件 方面 作出 


1)y Uber die Grandlage der Geometrie, Nachr. Ges, Wiss. Géttingen 
(1902)，233 一 241， 上 世 可 蕉 看 Hilbert 的 惠 韦 Grundlagen der Geometrie, 
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了 卓越 资 献 ,近年 来 得 问题 在 后 M. CMHpHOB 手中 已 经 基本 上 完全 
解 内 。THxoaoa 对 均 紧 空间 的 积 空 间 的 紧 性 的 改 有 明 (1930) 也是 过 一 
学 派 的 重要 呐 献 . 

本 志和 三 二 年 代 以 德 法 国 数 学 家 忆 在 拓 搂 空间 方面 作出 了 新 时 
央 ，Henri Cartan 在 1937 引进 了 filtre 的 构 念 ,使 得 “ 收 就 "的 更 本 
站 的 属性 显示 出 来 。 痢 域 只 能 入 送出 一 个 点 在 茶点 附近 ,不 适 礁 表 关 
出 十 点 “相互 很 近 ”, 数学 分 析 中 一 致 连 凿 性 的 研究 却 需 要 向 者 , 要是 
&A. Weil 在 1937 提出 了 一 玫 性 秸 构 的 概念 , 间 在 一 定 意义 下 乃 是 距 见 
巷 阅 的 扒 识 ,或 更 怡 当 地 说 ,一 致 往生 楼 力 是 反映 了 踢 脆 空间 的 一 些 本 
搓 属 性 ， 因 和 需 遇 去 对 扒 距 岁 空 间 侠 明 的 不 少 定理 实际 上 奥 距 离 的 选取 
或 其 至 它 的 存在 都 被 有 关 任 ,只 是 一 致 性 烙 构 的 生 果 .Freehet 和 给 来 
又 提出 手 象 距 (1945) 的 概念 ,他 的 学 生 们 进行 了 完整 的 研究 ,指出 了 当 
抽象 下 满足 一 定 休 件 时 就 确 攻 得 出 A. Weil 的 一 致 性 粘 带 来 。 苏联 
学 珀 近年 来 又 提出 了 近 性 空间 (mrpocTpaHcTBO GxH30cTH) 的 构 售 . 

拓 反 空间 和 与 代数 的 一 些 概 念 千 合 起 来 ,就 杰 得 更 沁 富 ,站 有 更 多 应 
用 . 特别 是 拓 朱 全 与 拓 拉 炎 性 空间 ,近年 来 都 已 发 展 成 数学 中 独立 的 
分 支 。 

本 理 只 半 谎 折 反 空间 作 一 基础 性 介绍 特别 ,由 均 寺 本 己 是 以 数 
学 分 析 的 工作 者 作 访 者 滋 象 的 ， 即 目的 在 秦 使 一 般 在 高 等 学 桩 数学 专 
业 晕 业 的 青年 通过 本 书 可 以 多 得 天 礁 拓 朱 空 各 理 兽 的 基础 知 座 ， 上 壤 
学 要 沉 图 分 析 打 下 基础 ,我 们 在 书 的 内容 伍 钵 议 方式 的 选择 方面 ,都 是 
根据 过 一 目的 来 决定 的 .。 特别 ,我们 不 追求 从 拓 搂 空间 理论 本 身 看 公 
理 系统 的 最 简单 或 美 砚 (如 很 多 书 和 从 0 一 0, 出发) ,也 不 追求 纯 拓 搂 的 
特征 (如 避 葛 实 值 圳 和 炽 画 数 等 外 来 的 工具 等 ). 相反 地 ,我 们 悦 可 能 坦 街 
一 般 宵 多 数 画 数 芒 中 敏 述 数 查 黎 或 及 锥 欧 太 里 得 空间 中 的 拓 搂 性 守 的 
方式 ,例如 像 HaTancou 的 实 释 数 画 数 花 中 的 敏 述 方式 , 己 便 使 初学 的 
青年 易 於 和 在 高 等 学 核 中 莉 实 等 数 本 数 瑜 等 骏 所 获得 的 知识 比较 ， 使 
得 他 们 对 那 些 拖 象 笑 念 的 引入 不 至 威 明 突然 . 坊 此 ,我们 和 从 轨 域 存 出 
改定 闵 折 把 空 沿 ， 站 常常 使 用 结 序 蒜 列 的 收 般 (在 一 些 交 献 上 称 作 
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Moore-Smith-LUaTyiHosexl 直 收效)， 而 存 天 始 时 王 不 引 大 从 王 花 上 
看 更 好 的 filtre 概念 ， 我 们 也 常 带 使 用 实数 , 特别 是 空间 上 的 实 值 巡 
糖 画 数 作 需 辅 肪 工具 ， 但 入 了 使 店 者 不 策 现 代 一 般 的 拓 灾 空间 到 给 的 
然 壕 形 式 腊 节 ,我们 在 书 中 也 介绍 了 殿 些 陈述 形式 ,下 改 明 和 各 形式 生 
嘎 中 者 的 于 辑 等 仅 . 

除 一 般 的 拓 朱 空间 理 葵 的 内 容 以 外 , 需 了 学 暂 读 孜 分 析 的 需 材 ,我 
外 在 过 喜 膛 添加 一 些 有 关 材 料 ， 特 别 , 得 了 并 芒 像 Banach 的 Théorie 
des opérations linéaires 一 类 径 下 著作, 我们 将 介 咎 一 些 平 常 往往 饼 
到 " 搞 述 集 答 "方面 的 宦 步 知 证 -一 -第 一 网 集 ，Baire 局 性 ，Baire 丙 
数 类 ，Borel 画 数 类 等 等 ， 我 们 也 介 镍 一 点 有 了 关 拓 朱 双 与 拓 搂 契 性 空 
站 的 基本 鬼 念 , 温 仅 慌 篇 了 佳 请 者 在 慎 局 盐 磺 上 能 对 Banach 空 疗 理 
论 儿 得 更 好 的 理解 ， 而 证 些 方面 的 较 深刻 的 知识 则 网 当 是 其 它 筷 门 司 
的 事情 了 . 

本 叫 的 禄 痪 基本 上 是 在 1950 一 1951 年 完成 的 ,党 蛙 主 要 的 套 考 材 
料 是 和 N，Bourbaki 那 部 名 著 Topologie générale, 让 肖 策 担 方 式 很 
不 同 . 近年 来 ,更 多 的 专 毒 出 版 了 ,特别 是 J. L，Kelley 的 General 
topology (〈1955) ， 插 葵 在 粘 书 的 目的 方面 或 在 敏 迹 方式 上 ， 必 但 我 们 
所 探 让 的 入 关羽 ， 和 这 使 得 著者 十 里 还 有 广 有 出 版 本 书 的 必要 ， 但 密 座 
目前 我 国 数学 方面 专 书 非常 缺乏 而且 外 国文 对 均一 般 青 年 攻 者 也 不 
是 容易 的 , 鼓 是 仍 决 定 把 它 出 版 。 假 如 它 还 能 完成 一 定 的 使 命 , 绝 算 著 
者 的 守 肤 还 有 一 点 好 的 效果 吧 !1 几 南 著者 的 谍 清 ,不 改 保 葵 书 中 党 有 
让 , 至 肉身 点 ,下 怕 更 趟 少 ,第 党 海内 的 学 者 不 诗 赐 癌 ， 

并 局 直 


1956 年 12 月 :， 北 六 
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本 己 假 定 集 给 的 知识 壤 已 知 。 由 於 上 C，AmeKcaBIpoa 著 的 
Baenenne B OOHYIO TeopHIR MHONKESTB H 中 yaKUH 的 漠 译 本 ! 已 
稻 出 版 ,这 衬 的 要 求 对 均 我 国 的 一 般 疙 者 来 说 ,合乎 不 算 遇 份 . 但 短 丁 
使 芒 者 马 於 查找 ,也 由 走 使 用 名 现 和 与 符 瞩 的 下 同 ,我 们 在 过 宽 语 把 集 答 
的 一 些 基 本 概念 作 一 季 述 ， 特别 对 答 II C,， AserkealIpos 囊 中 所 能 
少 的 ,而 又 篇 本 书后 疝 所 要 用 浏 的 科 料 , 则 不 得 不 化 壕 一 下， 我 们 新 不 
打算 深入 集 蓄 的 灵 节 ,特别 不 打算 人 在 本 嘎 中 涉及 集 论 基 克 中 的 一 些 间 
题 ,而 是 像 一 般 数 举 书 凡 枯 , 探 取 所 刘 “ 楼 置 " 的 讽 占 ,对 胡 集 注 的 一 般 稿 
果 都 加 己 承 拥 ， 特别 在 本 书 中 延 常 使 用 遗 朱 公 理 及 与 它 等 价 的 Zorn 
蒜 勒 定理 ,而 岩 於 在 哪 吉 稚 实 使 用 了 它 或 哪 吉 可 以 避 更 使 用 它 ,将 不 作 
任何 志明， 

篇 了 任 全 书 中 季 省 天 高, 我 们 党 引用 一 些 符号 。 如 果 卫 , @ 表示 
两 个 命题 , 央 末 我 们 用 天 一 > 久 表 东 : 由 辣 题 卫 可 以 排演 出 命题 日 来 ， 
而 二 后 > @ 则 表示 两 命题 ,8 是 等 蚀 的 , 即 由 也 可 以 推演 出 人 @ 冰 ,而 
由 外 也 可 以 推 乌 出 了 来 ， 我 们 在 慎 时 也 这 : 和 震 了 忆 黄 ,必须 日 其 须 鲜 
四 。 我们 常用 符号 表示 “存在 ”, 朋 二 表示 它 所 职业 的 国 四 按 定 族 是 
和 相隔 的 . 

一 集 代数 

集 由 元 机 成 , 圳 了 明 胡 集 的 概念 ,我 站 必 须 有 一 定 的 和 划 来 划 断 邮 
些 事物 是 慎 候 集 的 元 ， 摔 些 不 是 它 的 元 ， 丛 而 集 是 由 它 的 元 的 一 侧 竺 
徽 性 反 来 次 定 的 我们 用 大 写 罗 马 字 母 4, B,… 等 表示 集 , 用 小 写 


罗马 字母 CD emT, ys 表示 集中 的 元 ， 我 们 用 
EA 1 ) 


1) 杨 水 涝 吐 , 集 和 庶 画 误 的 污 哈 初 阶 , 高 等 教育 出 版 宙 . 
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表示 下 列 命 题 : a 是 4 中 的 元 , 访 成 “4 包含 在 4 中 ”， 我 们 也 把 (1) 裘 
示 成 


站 3 a， 
获 成 “4 包 仿 元 4 。 用 符号 
或 A 
表示 下 烈 命 题 : 4 不 包含 在 4 中 ,或 a 不 是 4 的 元 ， 
如 果 和 集 丰 中 的 元 都 是 集 BB 中 的 元 ,有 即 对 雁 每 个 元 7， 
如 人 一 人， 
慎 末 我 们 办 吾 包 合 凡 , 4 包含 在 召 中 或 4 是 瑟 的 王 集 ,用 符号 
44 己 召 ,或 五 冯 
表示 . 注意 : C 宕 示 和 集 奥 集 之 间 的 天色 , 而 《表示 元 与 集 之 间 的 表 尺 ， 
从 而 C 与 “ 是 表示 十 侦 完 全 不 同 的 概念 ,不 可 混 宵 。 但 如 灶 
在 反 巡 ， 
对 未 由 “ 一 习 单 独 元 粗 成 的 集 , 通 党 用 { a } 表 示 , 必 是 凤 的 子 集 4: 
tia}c4. 
我 个 常用 固定 的 符号 表示 数学 中 常见 的 炎 个 集 。 例 如 用 NN 表示 自 
然 数 的 全 笨 , 2 表示 整 灼 全体， 表示 有 理 数 全 体 , 忆 表示 实数 全 苯 , C 
表示 复数 至 体 , 等 等 ， 
符号 己 所 反 瞻 的 关 傈 上 做 包含 关 傈 ， 闭 个 册 傈 满足 下 刻 三 公休 
性 : 
1y 44cA4d; 
2) 所 BEBCAS>A= ,mRB 由 同 柑 的 元 组成 ， 
3) ACBEBCOC—>AcC. 
不 含 任 何 元 的 集 思 做 空 集 ,表示 成 
由。 
我 们 规定 ,$$ 包含 在 任意 集 有 4 中 : 
Bi. 
在 许多 数学 因 题 中 , 常 以 某 一 个 集 吾 作 考 错 问题 的 出 发 点 ,而 所 郑 
1 有 些 作者 ,例如 泸 苹 数 划 家 伯 常 对 渤 两 符 驶 不 加 医 分 ， 
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感 的 元 都 是 过 个 集 的 元 ,所 考证 的 集 孝 是 过 个 集 的 子 集 。 我 们 常 根 后 
百 中 元 的 某 一 性 里 来 界定 五 的 子 集 。 例如 ,以 实数 全 体 己 作 考 旧 轩 题 
的 出 发 点 , 那 未 根 毛 “关於 汪 ”过 一 性 实 ,， 就 可 以 在 下 中 界定 出 一 个 于 
和 从 来 , 即 由 尺 中 一 切 大 冷 5 的 数 粗 成 。 瑟 中 元 的 一 个 性 质 往 往 由 一 笨 
命题 P(z) 决定 : Ptx) 表示 元 2 具有 由 命题 P 途 壕 的 条 向 性 早 ， 得 
时 ,由 汪 覆 和 园 界 定 的 子 集 用 下 列 符 号 表示 : 
(x! EEE, Pixwy!. 
例 好 上 面 褒 的 那 体 大 於 5 的 实数 所 租 成 的 集 用 下 列 符 号 表示 : 
Irirwe R56, 
这 榜 , 涉 内 看 出 ， : 
Play ee>aet {rr EE, P(xy!. 
集 五 的 一 切 子 集 ( 包 括 五 自己 四 空 焦 见 ) 人 全体 用 

P(E) 
表示 ， 这 种 由 和 集 租 成 的 集 ( 即 一 个 集 , 它 的 元 本 身 是 集 ) 叫做 集 族 。 
$$( 十 ) 是 一 租 特 殊 的 集 族 . 一 般 的 集 族 常 用 符号 

{14,1 er 
表示 , 送 计 4, 是 集 , 1 是 一 个 标号 族 , 其 中 元 “ 都 是 标号 .7 的 劳 可 能 
攻 有 吝 , 可 数 或 不 可 数 扰 记 。 半 志 只 含有 拥 多 个 集 的 集 族 ,我 们 可 以 取 
工 坑 自 然 数 集 六 的 一 个 子 集 11, 2，…，, 有 1, 而 过 集 族 表示 成 

1 人 ii。 
如 果 族 中 怡 舍 可 数 多 个 集 , 那 末 用 自然 数 集 产 作 嫌 急 族 瑟 
{ajiew 或 1 本 ibm 
所 谓 集 族 14.)1.er 中 落 集 4 的 评 集 (简称 优 ), 是 指 由 至 少 包 含 在 

一 个 所 (ce 《了 中 的 元 租 成 的 集 . 我 们 肛 

U4, 


cee? 


表示 。 如果“ c 人 ,于 末 伴 僻 可 用 下 列 符 号 表示 : 


(A;= (UA; = AU AU UA UU.; 


i€ i 二 1 


1¢ 拓 拉 兴 并 要 论 


(jA4i= (J A = UU 


二 1 1 总 和 
所 谓 集 族 {4,}sr 中 的 诸 集 4, 的 交集 (简称 交 ) ,是 指 由 包含 首 一 
切 妥 ,中 (< 《了 7) 的 元 所 租 成 的 集 , 我 们 用 
4, 


eer 


表示 ， 当 ICN | 尘 , 我 代用 下 刘 符 沽 骨 示 安 集 : 


N41= NA :AN A MN AN es 


Bi= 站 4, = ANAN- NA,. 


这 一 1 ] :三星 


门 4 = $, 


ei 


我 们 说 庄 集 4 te 5 了 了) 没有 公共 点 ,或 不 相交 ，。 而 一 般 交 集 [1 纺 , 也 时 
做 斌 集 4. 的 公共 部 分 ， 如 果 在 集 译 {44,),e 中 ,每 两 个 4。 不 相交 ,名 
es, EEI, :Ro>ANAr = , 

人 相交 
所 襄 集 4 生 集 恕 的 善 僻 ， 是 指 怒 中 一 切 不 包 售 在 吾 中 的 元 所 考 成 
的 集 , 用 


如果 


ANB 
表示 , 即 
人 改 吾 三 TrirE 人 we 好 :， 

过 时 ,我 们 不 必 限 制 召 是 生 的 了 焦 。 不 允 看 由， 需 了 全 二 吾 , 必须 且 只 
须 4\ 吾 = 多 ， 如 果 在 某 困 题 中 所 考证 的 集 部 是 某 集 瑟 的 子 集 ， 那 末 
莽 集 

E、\4 {ACcE) 
常 表示 成 

CA 或 CEA，, 
叫做 和 4( 相 对 於是) 的 袜 集 ， 不 难看 出 
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CE= $B, Co=E, CCA)-4. 


不 肉 瞪 明 , 上 本 定 闵 的 那些 关於 集 的 运算 ,下列 计 并 保 成 立 ( 谱 所 


考虑 的 庄 集 4, BB,… 等 都 是 一 个 固定 集 巨 的 于 焦 ): 


站 UU 和 4 二 和 4， AAN 有 4 = 44; 
AUCA=E, 人 PC 一 四; 
思 国 一 近 ， ANE = A; 
UB = ND 一 兄 ; 
AUB= BUuA. ANB = BNA; 


AcAUB, BCAUB, Mi 
AcCU, BCC—> AUBCU:; 
ADANB, BoANMB, TH 
ADC, BoOC—> ANBOUC,; 
CAAUB}= CANCB, CIANB}= CAUCB., 
oljA4.= 站 C4, CM A.= LCA,, 


[| ef teET tes 
过 氢 后 一 式 以 及 下 面 很 多 公式 表明 了 策 葵 中 的 对 展 性 原则 ， 即 在 集 的 
丽 休 中, 如 果 把 每 个 集 换 成 它 的 祖 集 , 而 把 U 和 与 站 对 换 , 那 末 得 出 来 的 
新 关 傈 仍 成 立 ! 妈 
AUIBUC)= (AUB}UGC, AN(BNCI = (ANBINOGC: 
更 一 般 些 ， 
U4 YY) Na NN 4): 


C EU AEL Fey EU 让 后生 
AEE AeE 


4U(BnC = (AUBNtAUDC); 
AN(BUC}Y = (ANBYU(CANOG):; 


(UVa)n (UB) = UeacuBu 


EF 上 可 到 中 严 民 
此 臣下 


(Na)u(N B«) = 站 (A.UB,). 


ef EK 


更 一 般 : 


更 一 般 些 ， 
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ACcB<>UVADCBe> AUB= Bo>ANB = A; 
A4NB= > ACUCBe> BcCAd; 
AUB= ECACB<>CBCA, 
上 面 已 法 谈 到 ,由 一 个 元 4 提成 的 集 用 {aj} 表 示 ( 称 做 单 点 集 ， 一 
般 , 由 有 朝 多 或 可 数 无 希 多 元 三 , 92,、…,， 4,，*… 所 组 成 的 集 各 用 符号 


1 人 1 人 A } 及 {tr, fa, 人 | 
表示 (各 钥 应 地 各 做 有 寅 集 红 可 数 撼 帘 集 )， 
二 .里 埋 


如 果 有 两 个 集 巨 典 玉 , 对 苓 每 个 %*《 瑟 , 有 一 定 规 律 使 我 们 找到 一 

和 侦 元 Y 《下 上 哄 % 相 克 , 这 规律 时 做 由 下 到 下 中 的 映 和 像 ,平常 堆 示 成 
HX = (XEE, FA ER), 
或 简章 地 用 了 表示 过 映像 。 有 了 时 只 对 五 的 某 玫 集 4 中 的 元 zz, 有 JER 
与 它 相 应 ， 姥 未 我 们 褒 映 像 了 定义 在 五 的 子 集 4 上 ， 和 4 时 做 了 的 定 凑 
域 ;我 们 也 说, 了 把 集 和 上映 大 五 Fr 由 向 元 z 按照 映像 /在 集 玉 中 的 
像 。 正中 凡 作 篇 4 中 某 元 衬 的 像 的 全 体 (表示 成 六 4), 即 f(A4) = 
一 {9 = 是 做 映像 了 的 值 域 ， 一 般 , 回放 吾 
的 任意 寺 集 BB, 分 
HB) = {I(r2)| rt € B, 

则 六 BB) 是 下 中 的 子 集 , 叫 艇 8 按 映像 了 在 下 中 的 像 ， 

如 果 特 别 玉 是 数 集 (例如 让 = 中 或 让 = 局 ), 那 末 由 加 到 下 中 的 映 
像 一 般 由 做 五 上 的 画 数 + 

由 情 到 下 中 的 一 切 上 映像 的 至 条 表示 成 

FE 

平常 在 数学 分 析 中 考 错 的 “ 画 数 ”万 是 RF 中 的 元 , 而 硅 祝 粮 数 商 数 论 
中 所 肖 到 的 万 是 C2 中 的 元 ， 如 中 下 = 已, 那 末 由 如 到 如 中 的 映像 也 
简称 作 吾 中 的 映像 . 

如 果 了 映像 了 廊 足 大 五 ) = 王 , 那 未 已 中 每 个 元 必 是 吾 中 革 元 按 映 像 

1》 丰 早期 交 坎 中 叫做 视 隔 数 , 汗 现代 讯 聊 分 折 中 坊 遗 标 用 渤 一 名 铜 . 
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f 的 像 元 ,这 时 我 们 说 了 是 由 瑟 到 矿 上 的 映 像 。 如 果 下 一 五, 而 映像 
FEER 
有 下 列 性 贺 : 滋 礁 每 个 XE 避 , fx) = %, 那 末了 叫做 巨 中 的 不 多 映像 ， 
沽 入 它 把 巨 中 每 个 元 映 成 它 自己 .一般 ,如 果 


FE EE, 
天 傈 让 zz) = xz 不 一 定 对 雁 每 策 *& 台 成 并 ; 壮 桂 , 值 和 关公 成 立 的 施 节 
岂 做 上 映 愧 了 下 的 不 动 元 . 
如 果 
feFse, 


那 示 对 礁 每 个 和 4&€ 和 P( 百 ){ 即 ACE)，, 
HAY {FE EAE BEF) (BT f(A)CF), 
从 而 了 世 可 以 看 成 是 由 和 节 ( 吾 ) 到 凶 ( 王 ) 中 的 映像 ,还 个 映像 叫做 了 在 吾 
的 子 集 族 上 的 延 拓 。 注意 于 殉 天 傈 一 般 成 立 (了 4, BB 条 示 刀 的 于 和 集 ): 
ACcCcPB=>7A)cC1(B): 
有 EEA); 
HAUB}) = FAYUFAB)Y, HANBYCF A NAB), 


1(U 4.) 三 Ua. 


注意 一 般 不 必 

HA)CIHB):—> ACB, 
因 篇 当 把 巨 中 每 个 元 觅 成 正中 一 个 固定 元 4 鞋 , 那 末 1(4)=f(B)= 
= {0}, 但 和 GB 不 必 成 立 ， 双 注意 

HANB) = HAINAB) 
上 也 不 必 成 立 , 因 篇 如 果 轧 至 少 含 十 元 ,而 了 把 巨 中 每 个 元 映 成 拨 中 一 个 
因 定 元 &, 范 取 4, BCE, 使 ANn8 = 了 @, 那 末 

HANB) 一 FB) = BAINFB) = {0), 
如 果 了 Ef FE, 而 上 村 CF, 集 
{|eEE, A(x) EM} 

叫做 集 对 在 映像 f 之 下 的 原 像 ,用 符号 
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Fal) 

表示 。 如 虹 并 只 仿 一 个 元 : 半 = {¥), 那 末 也 用 
fw) 

代替 , 
Firy)), 


如果 对 其 每 个 # 《了 (EE)，F(Y) 是 已 中 员 由 一 个 元 所 和 组 成 的 集 ,天 未 我 
们 说 了 是 由 吾 到 不 中 的 一 内 一 映像 。 如 果 有 一 个 直 召 到 严 上 的 一 对 一 
映像 即 存在 让 6 Re, 而 了 是 一 畦 一 映像 , 目 岂 吾 ) = 如 珊 未 玉生 
时 做 等 巩 集 ， 当 f 是 由 互 到 正中 的 一 对 一 英 像 时 ， 了 也 是 由 A(BE) 到 IB 
上 的 也 像 ( 即 革 雁 每 个 元 y& 1(), 必 有 有 情 中 一 元 了 (9) 与 Yy 相 赚 ); 进 
于 子 : 3 -> 郊 (2 时 做 映像 的 着 映 像 ， 注 意 下 6 Be 
一 般 , 对 截 任 意 上 映像 FE Fe， 如果 和 4, 一 友 ,必然 
HAUB) = RAJUFB), KANB) ~ HAINFB), 
HCA) = CH A), 


(MX) = Nx, (UX )- Wi'Xo. 


ee eT 


HHA = A 
但 一 般 , 
f(1( 4)) 2 A, 
而 不 一 定 F(A4)) = 4。 例如 屋 吾 含 两 个 以 上 元 ,而 /把 如 中公 个 元 
映 盛 环 中 一 个 固定 元 &, 新 末 取 有 = {5}cE, 则 {56)) = {fw}, 但 
FADD = 天 fo) = Bz (0). 

如 果 fE Fe ,而 人 4 是 召 的 子 集 , 那 末 把 各 中 各 个 元 z 各 映 成 (2)€ 
《五 的 映像 , 吗 做 映像 了 在 百 的 子 集 妇 4 上 的 限制 ， 反 之 , 如果 4cE， 
佑 fF4, 让 且 设 能 找到 一 个 p9& 5, 使 入座 每 个 XE ,9(z) 一 Fa)， 
团 未 网 号 做 了 在 吾 上 的 延 拓 ， 

如 果 了 是 由 马 到 忆 上 的 映像 ,而 9 是 由 严 到 人 中 的 映像 , 那 未 := = 


关 苏 集 论 的 车 于 准备 知识 15 
二 9(L)) 决定 一 个 由 百 到 台中 的 上 映像 争 , 我 个 写成 多 = 90f,9 里 
做 了 曙 9 的 复合 上 映像。 注意 和 如果 了 鼻 9 都 是 一 对 一 的 映像 时 .go 也 
是 , 焉 且 


- -1 一 : 

(9 一 了 cg 

三 ， 积 集 

圾 有 一 族 集 {Eeer. 几 形 状 如 
(We (reE,, El) 
的 元 的 至 体 粗 成 的 集 召 时 做 诸 集 瑟 ,(<《 了) 的 稿 集 , 而 每 个 避 , 时 做 吾 
的 因子 集 ， 浊 个 关公 表示 成 
= TB.. 


eer 
实际 上 ,(2e jeer 被 看 作 一 个 元 ,其 “:- 坐 标 ” 是 五 。 中 的 元 ， 由 吾 到 已 <。 
上 的 映像 


(Ve)eer 一 一 > Te, (eold) 
叫做 吾 在 Es, 上 的 投影 ;更 一 般 地 说 ,如果 了 是 了 的 子 集 , 那 末 


(Ye ee 一 一 > {Re) ey 


E= [IE:. 


tel 


基 册 


到 
E, 之 [| E, 


£€f 


上 的 映像 ,此 做 由 吾 到 吾 上 的 投影 。 
最 常用 的 是 两 个 集 巨 与 下 的 积 集 , 表示 成 包 x 五, 即 一 切 元 序 俑 
1z， zy) 的 全 体 , 关于 了 E 吾 ,3%eEE。， 如果 1 一 大 0) 是 册 吾 到 严 中 的 映 
像 , 那 林 吾 x 了 中 的 集 . : 
{2, FHT) REE} 
时 做 映像 了 的 贺 像 。 如 果 吾 吕 了 = 玉 , 那 末 吐 政 的 栗 像 实际 上 就 是 平 
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常 解析 灵 何 学 中 所 考察 的 表示 画 数 f 的 曲 赦 . 
如 果 在 积 集 由 忌 . 中 ,各 个 吾 : 部 彼 此 相等 : 


E,.= EE, {te€l), 
沸 末 积 集 五 一 【[] 吾 . 是 做 可 的 略 集 , 形 示 成 
cer 天 __ Et, 
而 车 集 宜 际 上 可 以 看 成 是 由 标号 族 工 到 集 Fo 中 的 一 切 映 像 的 全 键 ， 
在 五 xX 卫 中 , 介 
{x, Tr EBD} 
叫做 莫 焦 互 x 王 = 六 的 对 公 钱 集 ,平常 用 I 表示 . 
如 此 和 4 忆 瑟 x 斑 , BCF xG, 指 末 规定 
AsB= {(r, SI EF, (2, YI)E A, (y, 2) EB)}, 
B。 和 4 是 巨 xXG 的 子 集 . 叫做 4 与 吾 的 复合 集 ， 注意 ,一 般 
B:A4sAo8, 
如 果 Cc 吾 x 盏 , 规定 
已 ~ {ym) EE, yeEF, (», YEO), 


如 果 特 别 五 = 下, 而 C = CG 那 来 C 时 做 半 称 的 ， 不 难看 则 : 


-1 一 ! 


(Bo A)= 及 。8H. 


四 . 等 优 关 傈 


慨 妞 是 一 集 , 所 谓 已 的 分 割 , 是 指 瑟 的 一 覆 子 集 14ejecer, 诸 集 4 
两 两 不 相交 ,站 且 
U4.-5. 


ei 
今 定 闵 关公 济 如 下 :所 谓 x9iy ( 即 x 与 YY 有 关公 光 ), 是 指 
3c E71, 使 zcE4 日 yEA,. 
台 惊 定义 的 导 是 一 等 恒 关 八 , 换 句 话 膏 , 它 满足 下 列 三 个 休 件 : 
1) wz ( 自 反 性 ); ~ 
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2) xy 一 3 (对称 竹 ); 

3) zy 日 办 = 一 2 (人 仿 尖 性 ). 
用 忆 x 台 中 的 子 集 来 表 洋 , 命 

C= Ir, Vr, vyEE, zy), 

那 末 上 上面 三 个 人 条件 各 等 傻 座 下 列 三 个 休 件 : 

1) 4cC; 

2') c¢ = CO} 

8 CoCcC. 
反之 , 设 外 是 集 五 中 元 之 问 的 一 个 等 价 瑚 保 , 对 苓 每 个 4 《 吾 , 分 

全。 = i |rEE, rha}, 
末末 对 於 不 同 的 &, EE, 4 有 导 4 或 者 相同 , 或 示 相 交 , 而 讲 4 之 
借 就 是 五 ， 所 以 种 些 瑟 不 相同 的 4 形成 加 的 分 割 ， 
说 > 站 
是 由 五 到 委 吕 ) 中 的 映像 , 妨 果 把 和 这 喘 像 表示 成 加 , 悍 赤 fal) 是 包 (B) 
的 子 梨 , 表 示 成 吾 / 踢 ,时 做 集 吾 对 等 倘 顶 傈 翌 的 商 集 ， fx 叫做 由 吾 到 
吾 / 尖 上 的 典范 上 映像. 吾 的 子 集 4 叫做 按 等 什 关 傈 人 人 饱和 的 ,是 指 
CE 妃 一 信人 一 及 

4 也 时 仍 舍 & 的 等 伟 和 类， 他 和 和 集 是 其 些 等 层 钴 的 人 屏 集 ， 集 


-1 
Fn{(fn{(A)) 


是 合集 让 的 最 小 饱和 集 . 


五 . 序 集 


集 皇 中 元 之 间 的 关 傈 飞 叮 贡 序 天 傈 ,是 指 它 满 足下 烈 三 条件: 
1) zw 《( 自 反 性 ); 
2) Ty 到 对称 性 ): 
3) zy 和 912 一 > X72 (人情 于 性 )， 
序 关 色 一 般 表 示 成 之 或 > (各 诸如 "大雁 或 等 座 " 典 “跟随 ”)。 如 寻 
.XY XY 
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我 从 膏 “大 枪 六 或 入 小 雁 2” ,表示 成 和 之 YY， 带 有 序 关公 的 集 时 做 
序 集 。 如 果 序 天 保 衬 膛 请 中 

4) 对 从 每 两 个 元 X,Y ,下 面 雨 个 天保 至 少 有 一 个 成 立 : 

YY 

而 末 刘 个 序 并 低 时 做 全 序 央 你 ,而 序 集 二 对 做 全 序 集 。 需 了 粤 全 序 集 
启 别 ,不 满 是 4) 的 序 集 叫 做 牛 序 集 ， 我 们 也 用 +X 记 ¥ 表示 3 六 上， 如 
果实 是 序 痕 祭 ,于 末 所 也是 序 阴 傈 ,叫做 原来 序 关 傈 之 的 对 偶 央 傈 ， 
在 一 序 集中 , 几 形 如 {lt 各 之 (或 1 之 并 之 晶 ) 的 子 集 由 做 
用 天) 区 凯 , 表示 成 [4&, 8] (或 1&,8[).]&, 8] 列表 示 咎 天 全 间 
{z4<xs 轩 ,于 第 17| 关 和 2H 子 集 {Xxx 守则 表示 成 ] *-,8]. 
(fe, —> [). 

果 召 是 序 集 ,入 是 百 的 子 集 , 和 而 有 一 元 &, 使 

EA—>X (rt)， 

那 未 和 4 导 做 上 图 {下 图 ) 的 ,而 4 时 做 和 4 的 上 界 ( 下 界 )，。 如 果 是 4 的 
上 界 ( 下 界 ) ,而 生花 伶 4 的 每 个 上 辟 ( 下 异 }z, 必然 4 所 zw 守 z), 那 
末 4 冉 做 4 的 上 礁 界 或 上 端 (下 确 界 或 下 端 ?)，、 如果 上 (下 ) 端 存在 , 它 
必 是 一 意 的 ， 

如 果 序 集 召 的 子 集 4 包含 它 的 一 个 上 界 (下 办 ) 4， 那 末 & 叫做 各 
的 最 大 元 (最 小 元 )。 得 时 上 也 是 和 的 上 端 ( 下 端 ). 

如 时 在 序 集 瑟 的 于 集 委 中 , 有 一 元 &E 六, 使 4 中 没有 元 z 能 满足 
z > 慎 未 tt 叫做 丰 中 的 农大 (和 极 小 ) 元 ， 最 大 (最 小 ) 元 必 是 
极 大 ( 概 小 ) 元 ,但 赣 命 题 一 般 不 芮 ; 但 在 全 序 的 情形 是 昔 的 . 

如 果 序 集 吾 中 每 雨 个 元 所 组 成 的 集 有 .上端 ,也 有 下 端 , 那 末 五 吓人 黎 
略 ( 或 格 }， 在 络 中 ,X,Y 的 上 端 { 让 揣 ) 天 示 成 Vy (x 信 2). 

更 一 般 些 ,如果 巨 是 序 集 , 而 对 苓 巨 中 任意 十 元 +,Y, 必 存 在 一 元 
28E 瑟 ,使 


sD) 
那 来 瑟 吓 做 按 序 天保 六 ( 过 ) 的 定向 集 '. 
1) 有 时 考 感 定向 集 时 ,往往 不 必 假 定 *a 守 8 且 六 六 9 二 六 ga = b+ 汗 一 条 性 . 
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如 果 在 一 智 互 中, 几 可 数 集 有 上 端 伍 下 端 ,这 个 和 络 吓 做 9 屁 的 .如 
果 在 猪 百 中 , 几 子 集 有 上 .下 端 ,着 眉 络 时 敌人 备 的 。 在 纤 巨 中 ,VY 熏 和信 可 
以 看 成 遂 算 ,它们 灌 足 下 列 规律 (4, 了 ,Cc € 十): 
VouS= 6, 站 人 页 一 必 ; { 枯 等 律 ) 
abo= bwua, AD = 了 Aa; (交换 律 ) 
(oa) Ve= V(b Ye), 
(人 DA 人 ec=4A 人 (和 人 5 (和 精 合 律 ) 
VA = 人 (0 Va) = {吸收 律 ), 
证 悦 , 阁 也 可 以 看 成 一 种 代数 类 灼 ， 
如 果 在 络 吾 中 , 鸯 协 任意 元 4&，D,， 2， 
VoAC)= {0 Yb) A (a ec), 
AD Ye)= (AD) Y (oA c) 
常 成 立 , 吾 叫做 分 配 络 ， 在 分 配 烙 如 中 ,如 果 有 最 大 元 了 与 各 小 元 口 ， 
正 且 对 礁 每 个 元 4 吾 , 存在 一 元 & 《加 ,满足 
ava =i, tA = 0, {1) 
那 示 五 叶 做 Boole 代数 .在 Boole 代数 中 , 按照 (1) 二 元 e 相应 的 元 
2 时 做 a 的 补 元 ; 和 衫 元 是 一 意 确定 的 , 即 4 一 0' 是 由 媚 到 如 上 的 一 对 
一 映像 , 沦 且 三 足 (Y 2 五 ): 
(TAVYY = Vy, (Vy = NY 
(六 一 站 
在 Boole 代数 中 , 如 果 有 一 命题 成 立 ， 那 未 把 命题 中 的 元 各 换 
成 其 补 元 , 自 想 应 地 把 Y 与 入 对调 , 所 得 的 命题 仍 成 立 , 误 一 原理 叫做 
对 偶 性 原则 ， 
儿 英 任意 集 ，4 的 一 切 子 集 租 成 的 集 族 向 (4 ) 按 集 的 运算 “ 卉 
b “与 “ 变 几 ”各 代替 Y 奥 人 ) 形成 一 Boole 代数 ,而 如 上 凶 (4) 的 祖 元 
实际 就 是 百 在 4 中 的 补 集 CB (这 亮 1 即 集 妇 , 口 即 袜 集 9)。 反之 , 任 
意 Boole 代数 必 同 裤 礁 某 个 弛 (和 4) 的 子 族 , 导 丰 同 构 是 指 保持 VY 奥 八 
的 一 对 一 上 映像。 
Boole 代数 百 中 的 子 集 了 叫做 好 (或 理 可 集 ) ,是 指 
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,YEJ—>i VEJd, ed 有 HS 一 CE 

如 把 VYV 鼻 入 瑟 评 ,三 换 成 宕 , 则 了 叫做 对 侦 旭 (或 狗 偶 理想 集 )， 吾 中 
村 人 {X42EEl 岂 是 纪 , 叶 做 由 元 4 生成 的 主刀 ; 集 1X|x 之 4， 
EY 叫 伐 由 台 生 成 的 主 对 境 杂 。 如 虹 在 5 和 展 Boole 代数 中 , 妇 7JY 有 


下 列 福 质 : 即 ww 《JG = 1 2，…) 一 VX EV 于 末了 同人 敌 <- 纪 . 


x#=1 
多 序 集 叶 做 良 序 的 ,是 指 近 集 的 每 个 不 空 于 集 必 有 最 小 元 ， 通 右 . 
不 去 梳 举 关 伶 自序 集 以 及 超 谊 数理 渝中 的 禧 果 "。 我 们 愉 举 出 很 有 用 
的 超 帘 鳝 稍 法 的 原理 来 : 设 T(a) 是 关 伶 序数 a 的 命题 ;如果 T{a,) 其 ， 
读 颖 当 对 典 一 切 席 是 % 三 «之 卢 的 序数 x,T(a) 息 有 时 ，T(B) 册 法, 那 
末了 (oj) 对 於 一 切 序 数 a 这 owo 黄 ， 
我 们 在 本 画 中 承 裔 泪 耕 公理? ; 设 员 = !1E4}aer 是 一 族 十 两 不 相 


交 的 非 空 集 , 皂 未 必 存 在 一 集 百 c 【是 ,, 使 得 每 个 户 站 Be(a 1) 恰 全 


一 个 元 . 

由 此 可 以 挫 册 所 裔 Zermelo 定理 : 在 每 个 集 上 可 以 引入 一 个 良 
诬 关 杀 , 使 得 这 个 集成 需 良 序 集 ， 

由 选择 公理 东 可 以 推出 广 闵 还 笃 公理 ": ”和 对 状 每 一 集 族 + 


和 


二 {TT,) ey, 如果 每 个 了, 兰 玫 , 那 未 存在 一 个 由 :+ 到 了 ,中 的 映像 9， 
[上 

使 gD.) E 了 (人 ti). 

在 应 用 时 , 一 个 红 选 树 公 理 等 价 的 命题 ， 即 所 训 Zorn 刁 助 定理 ， 
比 选 择 公 理 本 身 更 方便 。 由 瞧 汗 雨 命题 的 等 价 性 的 广 明 ,在 一 般 目 前 
流行 的 书 ( 谍 语 写 的 或 洗 本 ) 中 都 党 有 , 我 从 在 下 而 简略 地 输 贡 和 尖 侦 证 
明 来 +。 

Zorn 辅助 定理 ， 惟 妃 是 不 空 序 集 ,而 召 的 每 个 全 序 子 集 在 已 中 有 


1) 昆 I 54，4neKCaHrBOH ， 集 奥 画 数 的 讯 切 寞 障 ,第 注 竟 或 本 ，I， HaragcoH， 宇 寿 
数 函 考 论 第 14 章 - 

22 I CC， AsekcaHpoa 华 与 国 吉 的 读 肪 和 了 噶 ,第 三 章 人 . 

3) 人 饲 上 音 第 三 章 全 . 

41) Hermes, Yerbandstheorie, 第 开课 825 ,也 请 登 硝 KK, Kuratowski i A, Mo- 
stowski, Teoria Mnogogei, 1952, 
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上 问 , 子 末 吾 必 至 少 有 一 树 大 元 . 

廊 。 妊 且 设 如 是 不 空 序 集 , 其 中 扰 杠 大 元 ,但 其 中 每 个 不 襟 爹 序 寺 
集 玉 有 一 上 端 sub 五 三 y( 太 )， 对 识 每 个 XY EE, 分 

Sta = {yy BEB, yx), 
而 全 
t= IS(x) EE}, 
依 腐 议 移 择 公理 ,存在 :上 一 和 个 映 你 ,使 (SGT)) & SCx1, 全 Fw) 二 
= PtS{T)), 於是 
TH) (XEB)}. (2) 

弃 然 晴天 外 , 固 定 巨 中 基 元 避 ， 全 将 问 的 子 集 ,2 是 做 Zorn 和 集 .是 
指 它 潇 足 下 烈 二 个 人 条件 : 

(i) tt 2; [和 

(iii》 如 下 是 五 中 不 襟 金 序 子 集 , 而 太 Z， 且 来 g(K)&《 2. 
整个 集 巨 以 及 集 1z176 五 ,了 To 中 局 是 Zorn 集 , 一 切 Zorn 集 的 
次 仍 是 Zorn 焦 , 表 示 成 名. 得 个 甩 是 最 小 的 Zorn 集 , 即 每 个 Zorn 
集 必 包含 它 。 特别 如 中 的 元 必 部 六 嫩 , 如 果 我 们 能 六 明 2 各 全 序 于 
第, 那 未 ,， 刻 然 姑 E 2o, Zo 是 不 空 的 , 从 而 依 (iii)y pg(2o)E Zo, Mi VEo) 
题 然 篇 而 的 最 大 元 .但 依 【ii) figt20))& 2 六 且 依 (2) 9(20) < 之 
二 19(20)) ,得 出 六 盾 ， 而 定理 就 司 昭 完了 . 

现在 证 朋 Z 俱 基 多 序 子 集 。 有 中 的 元 & 叫做 特征 的 ,是 指 2E 2 
且 :<<4 一 > 站 3) 二 0 和 00 是 特种 元 , 因 需 寓 际 上 -< ao 永 让 不 成 立 ， 
对 伶 每 个 特种 元 &, 命 

Blea) = {zlz < a, 2€ ZU {22 fn), z€ 8,}. 

今 考察 任意 一 个 特种 元 &。 由 稚 ao 所 4 所 以 EBta)， 如 果 2zE& 
EBta), 那 末 或 省 2 委 4 或 者 2 这 9), 但 如 果 z<0 ,必然 让 2 有 和 
因 夫 a 是 特种 元 如果 = 或 FOQ) 之 zz, 那 末 fia) 过 六 ez) ,从 而 线 
论 如 何 六 z)}E BC(r)。 设 玉 是 由 Bia) 中 的 元 粗 成 的 一 个 不 窗 合 序 于 
集 .。 引 果 下 中 一 切 元 所 8， 理 末 (KE) 之 Qa， 稀 而 由 9( 太 } EH 可 加 
9g(K)E Boa). 如 果 卫 站 E 六 ,大 订 4， 那 末 0) 过 上 廊 才 gl 到), 从 而 
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JE)E Bd},， 和 慨 验 如 何 , 9() < BOG)， 极 是 浆 合 上 上述, 类 认 年 侦 特 
种 元 4, B(a) 是 Zorn 谷 ，Zio 工 是 最 小 Zorn 集 , 对 肉 每 个 特 稳 元 4， 
如 Big). 座 是 = 二 Bla)., . 

再 在 症 明 由 一 切 特 理 元 粗 成 的 集 妨 本身 是 一 2orn 焦 。 诈 先 , a。 
钙 是 特种 元 ,所 以 aok 和 其 区 如 时 4 是 特种 元 , 六 G) 也 必然 是 特 笨 元 ， 
事实 上 , 苦 卓 < HG #26。 依 上 面 所 已 恬 的 , 2 &€ B(a)( = 20)， 
所 以 或 2 所 和 或 HG) 之 zz， 吉 果 z 之 4 妈 未 当 <6 时 , (2) 人 4 之 
< Fa) ,而 当 z = 如 时 ,fF(2} = f(a) 没 玉 是 由 特种 元 粗 成 的 一 和 @ 不 
从 全 序 子 集 ,， 我 们 悟 明 和 下) 是 特种 元 ， 是 敌 4( 世 )《 B24， 轩 篇 五 是 
Zorn 集 ， 设 2 之 Vt)， 如 果 存 在 EK, 2 之 及, 那 末 和 由於 上 是 竺 种 
元 ，T() 太志 信 VIR)。， 如 果 满 足 土 进 人 条件 的 天 不 存在 , 那 末 由 杖 每 
个 Rt 二 是 特种 元 , BLK) = 2 所 以 2& B(kE), 从 而 或 者 Zz 之 或 者 
TK) 但 如 果 不 天) 实 2 必然 天 过 z。 过 一 不 等 式 在 z 所 天 的 情 
形 下 也 成 并 , 因 需 个 假定 不 可 能 < 站。 但 如 果 每 个 EK 是 之 z 的 ， 
著 订 0 天 sz 届 z< 之 g( 玉 ) 开 盾 . 

於 大 和 = Zo, 即 Zi 中 每 个 元 是 特种 的 。 设 & ,bE 3, 那 未 谤 是 
特种 元 ,所 以 可 训 作 Zorn 集 Bl(a)， 雁 是 B04) = 20, 和 从 而 DE Bra)， 
即 或 (或 六 0 5 ， 但 如 果 (a) 三 5, 草 @ 5 了 5， 所 以 了 是 且 

广 ， 并 慌 Zorn 辅助 定理 , 王 明 很 多 ,近来 有 一 最 短 的 苹 明 { 只 一 
1 

J. DD. Wesion, A short proof of Zorn’s lemma, Areh, 
Math.. S71957), 270, 

更 在 反 涪 求 出 Zornm 埔 乓 定理 征明 导 择 公理 ， 

定理 ， 设 Zorn 糖 德 定理 成 立 , 即 设 当 序 集 4 中 每 个 人 至 序 寸 集 五 
必 在 六 04 有 上 六 蛙 ,必然 入 有 棣 天元, 屠 未 对 亦 每 个 集 族 砚 = {2} ei， 
壮 申 站 车 。 十 两 不 相 训 .及 孝 是 木 空 的 , 必 存 存 一 个 由 听 到 【人 j 4, 中 的 


站 


A) EE A, 《了 
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证 。 


焉 


af = (a.. 


[和 
全 号 表示 合 在 I 中 部 与 每 个 4 至 多 有 一 公共 元 的 集 的 全 体 ， 9 榨 
包 合 天 保 成 篇 一 序 集 , 多 是 不 窑 的 , 因 需 Mo 中 的 空子 集 属 於 马 .、 设 外 


是 由 史 中 元 组 成 的 一 个 不 空 全 序 子 集 ,於是 天 = 【3 是 多 中 的 元 . 


EE 
事 哈 上 , 设 对 中 有 一 元 妇 生 KK 交 认 十 个 不 同 元 mm Xo, 那 末 Xx 必 礁 一 个 
玉民 ,x 属於 一 个 天 :部 , 而 因 呈 是 金 序 于 柴 , 揪 妨 设 站 ,二 Ka, 所 以 
ot 二 人身 玉 ,《 红 于 盾 。 所 以 五 是 分 中 人民 的 上 端 ， 依 Zorn 辅助 
定理 , 呈 有 一 极 大 元 村 ， 计 与 每 个 4。《 纲 至 多 有 一 公共 元 ， 如 果 有 
一 万 EN, 使 和 NA4 = 帮 , 那 末 对 雁 每 个 4 E44, 集 六 U1{&} 是 多 中 的 
元 , 苛 匡 甘 包 含 并 (期 包 售 六 而 未 等 於 总 )， 所 以 与 对 的 粮 大 性 于 后 ， 
葵 基 得 知 虹 与 哆 中 每 元 恰 有 一 个 公共 元 . 裔 对 钛 每 个 4 吕 ， 合 
(4) 是 中 弄 中 的 哗 一 元 。 乡 即 是 所 求 的 映像 、 斑 完 ， 


第 一 章 ”各 种 一 般 拓 接 空 间 


本 章 介 条 最 一 般 的 拓 拉 空间 的 一 些 基 本 性 拒 ， 站 壤 以 秘 各 章 作 准 
情 ， 
81， 部 域 与 收 孝 , 开 集 生 翔 集 


定 蒜 1， 我 们 谣 , 在 不 空 集 吾 上 定义 一 拓 摘 千 构 ( 或 各 形势 ), 是 指 
对 於 百 中 每 一 元 ,规定 了 吾 的 一 些 子 集 , 遭 些 子 集 的 每 一 个 由 作 元 4 的 
痢 域 ; 壮 些 作乱 2 的 闻 域 的 集 组 成 一 便 集 族 , 表 示 成 站 (42) ,过 一 集 族 必 
须 满 足下 烈 庄 休 件 : 

VV EB(2) 一 3， 换 句 话 谣 , 每 一 点 的 每 个 籽 域 必 合 间 一 
点 ; 

VP EBL) BV(B EB 的 于 集 ) -了 3(z), 换 句 亲 说 ， 
如 一 子 集 包含 元 XY 的 某 一 痢 域 ,这 于 集 本 身 也 是 x 的 郑 域 ; 

Va: 对 饼 任 意 非 刍 青 下 VV 和 (ER) 一 NN Van NN VE 
€ BR) ,换血 语 膏 , 3(X) 中 有 宜 甸 合集 的 交 仍 是 x* 的 湖 域 ; 

VF EV) EB), 使 yy€T 一 >V EB(N), 换 句 新 
膏 , 对 蕉 元 2 的 每 一 部 域 玉 , 必 有 * 的 一 个 痢 域 仿 , 使 FF 知人 钱 中 每 个 
元 的 卷 域 ， 

赋 有 丘 搂 千 樟 的 集 叫 作 拓 楼 宏 间 ， 而 其 元 时 作 过 空间 的 点 ，%《2) 
是 作 点 zx 的 加 城 相 ， 

广 1， 应 V 或 Ya 可 知 容 间 五 本 身 是 其 中 任意 点 的 闻 域 ， 因 篇 依 
照 规 定 , 0 个 王 集 的 变 是 原来 的 整个 集 ， 上 让 此 可 知 对 於 任意 加 ,世人 7z) 
是 不 空 的 集 族 ， 

全 1， 发 百 是 实 早 全 体 租 成 的 集 五 ， 冯 雁 每 一 个 皮 数 2*, 凡 包 含 
一 个 以 zx 篇 中 点 的 朋克 间 ]1X 一 5, 7 十 $[ (6 >0) 的 衬 数 子 傈 下 算 作 
* 的 泌 域 . 不 挫 腑 朋 ， 深 悚 提 定 的 部 域 的 确 满 是 定 久 1 中 的 休 件 Vi 一 


名 
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Vi。 ,， 党 杰 丰 及 上 定 六 的 拓 摸 襟 阐 叫 作 数 直线 ， 
和合 2， 设 百 坊 性 意 集 ,而 对 於 如 中 每 个 元 ,规定 
Br) = {EB}, 
即 由 如 的 于 集 电 单独 粗 成 的 集 族 ， 容 易 验 上 明 , 汪 样 的 B(x) 莆 趾 定 闵 1 
中 的 一 切 杂 件 ,而 这 悦 在 吾 上 定义 的 拓 朱 千 构 是 作 最 粗 的 拓 朱 千 积 ( 理 
曙光 在 后面 说 明 )，, 

全 3. 设 加 是 在 意 集 ,而 对 於 电 中 每 个 元 尿 , 分 

BF) 一 11443737， 人 一 三 }， 
即 赵 定 百 中 每 个 含 x 的 子 集 作 篇 4 的 痢 域 。 容易 驴 阴 ,说 栋 规定 的 部 
域 满足 定义 1 中 的 一 切 休 件 。 和 过 生 定 闵 在 召 上 的 拓 朱 竺 可 趾 作 百 上 的 
散 形 要 ,而 赋 以 散 形 势 的 集 占 作 散 空间 

坟 2， 和 例 2 嚼 例 3 中 的 雨 条 拓 搂 和 略 情 副 旺 作 不 足 道 的 . 

锐 4， 二 吾 星 任意 手 宕 集 ， 规 定 圣 於 任意 元 %E 瑟 ,含有 旦 其 铺 集 
和 需 有 窜 的 任意 集 取 作 z 的 畦 域 . 穿 易 职 阴 , 定 义工 中 的 一 切 休 件 部 能 
满足 ， 

由 例 1, 例 2, 酌 3, 例 4 可 齿 ,在 一 侦 集 上 可 以 规定 各 种 不 同 的 形 
田 。 例如 当 袖 数 企 体 尽 上 规定 了 散 形 势 蛙 ， 它 就 不 能 称 作 数 直 蒋 了 . 
髓 格 地 衣 , 如 果 在 集 避 上 碟 定 了 形势 +, 旭 所 获得 的 拓 搁 空间 应 当 表 示 
戌 Er 以 示 区 别 。 通常 妈 果 党 有 发生 锟 诺 的 基 阶 村 ,可 以 略 去 宗 鳞 
而 仍 以 吾 表 示 由 梨 吾 作成 的 拓 搂 空间 . 

他 5.， 碟 吕 是 一 个 爹 序 从 ，。 圣 礁 巨 中 每 秽 元 六 ,规定 所 有 售 一 
112 TJ] (< 之 2) 的 并 区间 ( 即 人 柴 {| 之 六 迄 和) 或 合 区 用 1 ce ， 
TT]( 即 焦 1#|¥ 志 )) 的 集 作 坊 汪 的 妆 域 .不 座 肤 明 , 这 翌 绞 定 的 邮 坡 请 
足 定 义工 中 的 一 切 休 付 ， 证 惊 在 金 序 集 上 规定 的 形 轩 表 示 成 +-, 下 洛 
滩 常 要 用 到 已 ， 

定 蒜 2， 说 号 是 一 侗 拓 朱 空 尘 , 而 六 是 其 中 一 点 。 所 请 点 x 的 一 
些 疮 城 形 成 & 的 一 个 基本 半 撼 租 ( 或 称 空间 吾 在 点 zx 丰 的 基 ) M(x), 是 
指 对 雁 每 从 六 EB0x), 必 存在 UEUM2), 使 FU。 

铀 1， 在 任意 拓 扎 空间 中 , 3(w) 本 身 就 是 x 的 一 个 基本 洗 域 组， 
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全 22. 在 数 雷 入 中 , 合 点 x 的 一 切 开 公关 租 成 * 的 一 个 基 术 闻 
城 灿 。， 叉 以 里 中 点 的 一 切 并 区 问 也 形成 的 一 个 世 本 思域 租 . 以 六 
短 中 心 而 用 上 度 需 月 理 数 的 开 匠 闻 也 形成 衬 的 一 个 基本 导 域 耕 . 

广 。 局 定 一 个 集 上 的 形势 肝 , 只 绢 知道 各 点 4 的 基本 部 域 租 1(z) 
就 髋 了 了 , 轩 乱 得 峙 x 的 法 域 视 B(x ) 就 可 现 定 成 

Br) IVYcB, Ve 全 UcV!. 
箱 了 里 大木 潮 域 家 Mi) 相 兰 待 , 以 前 规定 的 淹 域 粗 各 (zx) 也 称 作 必 的 
沦 爹 烛 城 类. 
定 蒜 3 所 识 拓 5 杰 窒 间 五 中 的 从 序 苯 刘 ， 简称 点 列 , 是 指 一 各 附 以 
着 宗 8< 4 的 加 1ws1sea, 漆 中 4 是- 一 个 定向 生 序 集 ， 

向 二 藤 常 用 的 嵩 刘 晨 于 常 所 请 的 初等 点 刘 {Y ,wen(N = 1, 2， 
下 下 示 自 然 数 全 铂 依 和 白 然 里 序 排 成 的 定向 序 集 }。 在 数学 分 析 中 常用 
齐 醒 凸 列 。 

多 2. 在 入 分 答 中 ,党 考察 吾 中 的 生 序 点 列 。 埠 [@, 时 是 一 品 间 
谭 营 坚 [La， 好 的 一 切 上 月 窗 分 割 < : 

0 t=， 
其 中 渚 趾 tt 是 作 分 着 名 的 分 串 。 所 高 分割 2 比分 割 入 ;篇 精 , 渤 指 

-72 中 的 分 此 也 同时 是 “3 的 分 点 ,表示 成 :i 过 ,人 B1， 岭 是 [4 ,51 的 
一 切 有 密 分 荐 依 盾 序 关 傈 < 形成 一 个 定向 竺 序 集 工 . 对 然 一 侦 湄 业 
责 数 06 < 上 s 如 ), 作 和 


名 
sg = Ym(tiot), Wi= min z(t). 


tt 
座 越 
ISm mn 
时-… 榈 卡 序数 刘 . ， 
章 半 ”在 任意 拓 搂 从 册 五 中 , 懂 了 篇 其 中 一 项， 对 盘 江 的 一 个 其 
本 剖 莽 二 20 征 每 币 UEID) 中 取出 一 操 roE， 划 国 MKCc)c 诊 
” 某 依 包 舍 于 千 二 形成 一 个 定向 弟 序 集 (注意 定 闵 1 的 条件 3 及 基本 关 
域 租 的 定义 ) ,和 代 而 {fv}venw 是 瑟 中 一 个 年 序 是 列 ， 
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定 其 4， 设 百 是 一 拓 把 空 疗 ,而 {zs}ses 是 如 中 一 个 宇 序 点 刘 。 所 
请 点 列 {2} 收 做 误 点 zol 《五 ), 是 指 对 於 每 个 站 ECzoCao) 表 下 mn 
的 某 一 基本 部 域 钥 ), 必 存在 一 标 咏 8r《 4, 使 
6 > 6r = re EV, 
2 叶 作 点 列 {*si 的 概 限 我 们 把 这 一 事实 表示 成 


limas = mt， 或 和 
古 扎 过 


井 。 术 让 定 闵 的 收 笋 奥 点 5 的 基本 籽 域 糙 的 特殊 选择 插 并 . 实际 
上 ,总 由 (to) 是 点 和 的 另 一 基本 尖 域 粗 , 取 忆 E 了 册 (xzo), 则 依 基 本 地域 
组 的 定 坟 , 存 在 了 EMH(azo) ,使 了 天 . 旗 然 已 知 按照 基本 浮 域 粗 1fzo) 
来 府 ,点 列 1%。} 收 化 礁 mm, 恢 定 义 , 存 在 一 标号 51 4, 使 
。 5 > dr = ws EV, 
从 而 


人 六 Fp = Ye EU, 
即 按照 菇 本 少 城 粗 出 ( 40) 求 谨 , 末 刘 {Xs1 岂 股 吉 於 Yo。， 特 别 可 取 计 (2,) 
入 加 的 一 个 完 仔 沸 域 袖 . 
全 1. 如果 4 是 自然 数 烈 ， 则 定义 4 中 的 收 租 与 平常 数学 分 激 中 
油 到 的 相同 ， 即 所 请 点 列 {X41nen 收 繁 稚 业 和, 是 指 对 扒 oo 的 每 一 寿 
域 己 , 存 在 一 自然 数 wz 使 
?Ros rEU, 
侧 2 渭 赛 定义 3 的 例 2， 全 


$ = SUD S39, 
i 


邓 本 在 数学 分 析 中 议 黎 曼 稿 分 时 所 全 上 骨 的 事实 就 是 癌 


lim so = 8. 
El 


他 3. 在 定义 3 下 的 出 3 中 ， 


lim dr = Xo, 
Tariro 


定 蒜 5， 喜 4 是 定 问 年 序 集 了 的 共 昆 部 邹 , 塌 末 生 序 则 天 
{ze} sca 


对 作 生 序 累 列 1%6} ses 的 子 列 ， 


2 折 接 ， 入 Hl! 区 汪 


定理 1. 如 果 一 个 下 序 点 列 1%s}ses 中 的 每 一 训 部 是 一 个 加 定 : 的 元 
mo， 于 未 明 列 1xs} 收 玖 基 本 任意 年 序 用 更 的 子 列 丑 原 斯 烈 收 茹 发 癌 
一 极限 . 

请 定理 的 前 卡 部 的 柱 阴 很 容易 ， 和 从 赂 。 般 了 讲 朋 后 和 部 ， 
{xsdeea 收 伊 失 点 tw, 菲 设 1xarlaes 是 1x51 的 于 刘 ; 即 他 是 定 疝 企 序 集 
4 的 共 尾 子 集 ,於是 骑 蕉 mm 的 仔 刘 部 域 下 , 必 存 在 如 Ed 使 

全 一 
削 旧 共 尾 子 集 的 宝 义 ,存在 页 E 宁 ,使 就 > 交 , 从 而 
8 E46 > > EV, 
即 子 列 {zo 收 给 南 xXo。 

广 。 证 在 一 集 吾 中 以 其 祁 能 定 的 方式 卉 定 元 列 的 收 散 :1aj uv 一 
一 9o, 使 前 入 收藏 广 是 下 列 琴 谋 件 : 

1. 如 元 到 1&4} 中 每 个 元 gw 二 ,本 人) 一 > 和; 

2 加 直列 (9 沁 愧 全 谍 Co， Te 的 任 这 子 列 人 0， i 也 收 壹 识 而 (请 
六 证 之 电 之 民生 

这 时 、. ee Fréchet 意义 ')。 注意 , 定理 1 党 明 
上 耐 定 闵 的 乍 序 吓 烈 的 收 敏 基 Freehet 总 . 泡 收 苞 的 推广 ， 

定义 6， 在 拓 反 守则 互 中， 所 有 若是 吾 绰 集 凤 的 举荐 哑 ， 二 : 指 
由 二 中 昧 市 帮 幅 一定 序 点 列 疲 襄 短 如 ， 所 凯 点 加 是 六 的 往 集 由 寺 指 
宙 集 

ANCiw’ EE Nl 
中 的 串 可 和 作 一 环 座 济 列 收 茹 认 癌 ， 矶 的 一 澡 阶 着 囊 所 家 成 的 化 叫 作 . 
的 于 色 ,表示 成 站 。， 妆 的 -一切 息 集 儿 所 示 成 的 能 是 作 点 的 王 稻 , 表 寺 让 
AA 

填 ， 在 他 常 富 数 窗 间 站 和 定 , 如 可 普 宕 平常 类 到 的 收获 , 列 上 测 正 芋 
平常 娄 这 分 本 中 定 闵 闭 能 .于 刘 午 的 方法 ， 

定理 2. 设 4 是 拓 朱 空间 品 是 一 个 集 。 篇 了 全 (不 相 灌 地 


1 EM., Frechet, Las espaces absttaits et leur théorie considérie co. 
mme introduetion & Danalyse geéncrale, 1928, p. 164. 
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Xo 有 生 ), 必须 且 内 须 和 的 每 个 针 坡 下 届 和 (或 相 塘 耶 委 二 站 CCteot 和 | 


安 。 
证 。 必 要 性 由 定义 6 政 定义 症 调 捷 看 出 ， 乱 了 一 朋 充分 性 , 瞩 如 
的 行 一 轩 域 了 时 4 ( 生 有 4 站 Ciwol) 相交 。 取 一 点 xy EVN 间 (或 


Ena4necfazoh ,而 以 相仿 其 傈 定 作 (x0) 的 序 ( 二 UU < 一 UD 1). 
悍 东 特 序 点 到 wy -> ao( 在 人 4 的 情形 , Zr 天 加 六 从 而 meE 羡 (roe AD)， 

定理 3。 谈 和 如 定理 2, 服 术 妥 一 有 UA 

证 。 依 定义 6 及 定理 1 ,不 将 看 证 4U4'C 本 , 令 认 CAU A'. 篇 
此 员 须 证 Nd 总 iE4\4, 依 定理 2, vw 的 每 个 痢 域 与 4 相 
变 , 而 降 然 2%& 有 ,i 的 每 个 逆 域 贸 4n Cizo} 相安 ， 所 以 依 定 塌 3， 
woEA, 

定理 4， 褒 百 是 一 拓 摸 空 浊 , 胆 术 其 中 集 的 阴 包 有 具有 下 列 性 寻 : 


1°. 4A; 
2+, 站 二 地， 


KY 

4 EE- E, 人 B= 9. 

证 ，12 由 定理 3 得 知 ,而 业 不 待 证 。 旧 1 包 知 妆 刁 二 首 佐 定 座 
6 或 定理 2， 和 4cB 一 >4cB，。 所 以 篇 了 完成 本 定理 的 溢 明 ,只 级 滞 
妆 CAA, 计 HL 2AUBcAUEB. 

设 0 A， 习 和 EBG00), 依 定义 1 的 Wo, 家 E820), 鸽 VEW = 字 
一 了 《有 (2)- WW 谋 是 zo 的 痢 城 , 依 定理 2, I 站 守 寺 六 误 2ENnn 
4, 依 上 混 , 下 弃 是 信 中 每 偶 元 的 剖 域 , 所 点 下 也 是 = 的 烽 战 。 依 
定理 2， 移 然 2E 丰 ， 所 以 YN 和 4 天， 下 耽 是 避 的 任意 凋 域 , 所 以 
Xo€ 下 。 评 是 生 C 工 种 有 了 ， 

个 证 WE 有 UB, 而 yon€ 4 弗 玉 依 定 闵 6 , 让 4UB 中 可 收 出 一 
人 特 序 是 烈 {1zsjsea 球 ,使 和 到 大、 如 果 {s} 有 一 子囊 |! zs 网 扒 和 4， 开 
末 依 定理 1, Xe 一刀 , 从 而 依 定 闵 6. je 有 夺 , 禹 假定 不 答 ， 因此 必然 
存在 Bed, 使 8 而 一 六 Xo 5B。 但 (weleys 是 15)sss 的 一 相 于 种 ， 
和 从 而 


由 宁 间 概 认 . 


lim as = 如， 
en 


即 依 定义 6, yo EB。 热 是 胖 表 完 精 ， 
诗 ，1) 由 上 面 的 发 关 不 内 看 出 
{AUB)' = A'UB'’, 

2) 在 些 蓝 者 从 本 定理 中 的 事实 出 烤 定 义 拓 把 空 旬 "。 事实 上 ,在 
菜 已 上, 卉 定 一 个 由 吾 的 于 某 族 囊 ( 五 ] 到 其 外 已 之 中 的 对 应 二 一 二 ,使 
得 对 巍 满 足 定 一 5 的 生 个 人 条件。 规定 过 中 的 蒜 呀 作 和 4 的 附着 点 ,全 4 
中 的 点 吓 作 筷 的 积 集 野 ;, 而 定 议 集 T 蚜 作 串 xX 的 剖 域 ,是 折 CF 世 2, 县 
术 不 内奸 明 可 以 定 闵 且 上 的 拓 杰 知 楼 , 注 足 定义 1 中 的 一 切 候 件 。 演 
些 证 朋 贸 答 散 者 作 乏 癌 . 

定 蒜 7， 在 一 拓 杰 空 测 中 , 集 女 时 作 闭 集 , 是 指 斗 = 全。 阳 集 的 


祥 集 叫 作 央 焦 ， 
十 ， 恢 定理 4, 鹤 山本 身 吾 玉 府 集 锡 痢 且 于 集 ; 及 因 CE = 仿 , 所 
以 巨 和 与 史册 是 并 集 ， 


定理 5， 在 一 拓 拉 空间 已 中 ,篇 了 扩 汪 是 并 梨 , 必 织 及 只 顷 妊 让 等 
高 二 7), 换 贡 之 ,二 是 名 外 己 每 个 点 的 轩 域 ， 

证 .1) 必要 性 ， 节 和 是 开 梨 , 则 入 是 于 请 。 对 失 衬 E 刀 , 苛 了 < 
&C4 = 已 本 ,从 而 恢 定 班 2, 尼 存在 下 ES 使 FnC4 = 09, 也 就 是 
许 , 上 王 和 4。 於是 恢 定 闵 工 的 Ya, 生 拉 (Cr)， 

2 VERY) VNCAAR, ME VE Wy) 部 不 满足 下 Cd 已 ， 
从而 各 不 可 能 是 3 的 蜀 域 ， 恢 所 荆 ， 0 明和 从 而 CCCa, 即 如 4 是 图 
集 , 而 和 是 下 集 ， 

定 六 8， 在 拓 朱 空间 巨 中 ,总 * 可 作 柴 4 的 内 点 ,是 指 4 人 tx)， 
时 工时 作 和 在 的 针 风 ,是 指 CAESBr)， 各 * 叫 作 和 4 的 稳 颇 ,是 指 x 渡 不 
是 委 的 内 点 , 叉 不 是 在 的 前 是。 华 划 的 一 切 内 点 所 形成 的 从 中 作 有 友 的 


iy 定 弄 4 中 的 1 一 4° 称 作 Kuratowski 公理 ,并 KEK, Kuratowski, Topolorie, 
tome 1 ， 
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内 部 ， 表示 成 让， 的 外 点 的 集 叫 作 各 的 外 部 , 张 示 成 ExtCA)?. 而 
4 的 统 是 的 全 体 叫 作 44 的 夭 ,表示 成 了 r(4 首 ， 
定理 6， 在 拓 搂 窗 间 百 中 ,对 能 任意 集 又 ， 
Fr(A) = ANCTA. 
证。 加 虹 EFI(A4), 至 术 思 和 下 07) ,CAE B00), 所 以 < 的 全 位 
痢 域 VV 都 不 含 礁 有 中 ,也 不 舍 於 C4 中 ,也 就 是 襄 ， 
VNCAEBEVNA, 
依 定 理 2, x 《有 NCA， 把 上 述 步 颈 诞 行 ,可 以 菩 朋 
EANCA—>tEFr(A). 
定理 7， 设 44 是 拓 抽 空间 中 任意 集 , 那 示 
及 -了 xt(C4) = CE. 

座 ， 设 XEB, 闭 末 和 563(z)， 径 然 4N0C4 = 田 , 所 以 2EC 本， 
反之 ;如果 weECA, 那 未 必 有 一 痢 域 下 典 避 4 不 相交 , 即 了 和 4 从 
miAEB LY, 

科 ， 乱 了 4 是 开 集 ,必须 且 只 须 4 = 入. 

定理 8， 敲 44 是 拓 炙 空间 加 中 的 一 合集 ， 旧 未 4 是 合 和 的 最 小 办 
集 ,而 总 是 包含 在 4 中 的 最 大 了 天 集 ， 

证 ， 依 定理 7?, 本 定 区 的 后 和 牢 部 态 是 前 生 部 的 直接 熏 灯 。 依 宏 理 
4, 本 是 闭 集 ,法 由 包含 4。 如 旭 B 是 包含 委 的 阳 集 ,于 末 看 定理 4 的 敬 
明 训 知 8 = 请 二 于 ,从 而 浅 完 ， 

倒 ， 在 袜 数 译 灶 请 中 .此 闭 革 则 fe, 0] 是 并 集 ,而 几 并 也 间 ]e, 5bT 
是 开 集 .。 从 并 全 闭 的 隔 垃 [&, 8[ 猎 不 是 朋 和 集 也 不 是 阴 集 。 ”如 果 分 
4 = [a, 2E， 必 本 

下 a, 6b] A = ja, bl, 

定理 9， 设 昌 ( 或 1 ) 是 拓 搂 空 知 忆 中 一 切 并 集 ( 或 谢 集 ) 所 租 成 的 
柴 族 , 那 未 
O01: 虽 中 任意 多 个 集 的 供 仍 属於 妆 , Fi 中 任意 多 个 集 的 交 也 虱 认 站; 
0,: 9 中 有 罕 多 个 集 的 交 仍 属 从 分 (F,:f 中 有 穹 多 个 集 的 借 也 属於 站)， 

1》 和 从 搞 丁 充 exterior { 庆 ) 玉 frons { 建 纤 ) 往 来 


32 EE 搂 守 的 中: 更 
浆 。 依 定 闵 及 华 注 算 中 的 对 偶 康 款 ， 只 须 攻 朋 0 一 0, 部 分 就 鲍 
了 . 设 G&D(e 《71,7 需 任 意 范 的 标号 族 ), 非 避 ZE 【G6, 那 末 必 存 
任 栋 号 6 使 YE G,,， 依 定理 5, 人 6 s(z) ,而 依 定 闵 I 中 的 Vz， 
UU Ge3tz)。 立 府 是 U Ge 中 任意 是 , 依 定 理 5， U G.。 是 开 集 . 


eeEF 


设 了 是 模 号 的 有 窜 庶 , 诈 信 = 门 Ge 到 任 意 %《G, 那 末 对 稚 


[上 
每 个 < 了, GES%(z) 和 综 而 恢 定 义工 中 的 VaG = 门 Ge 名 (w), 即 恢 


eef 
定理 5.G 是 开 牺 . 

定理 10， 发 召 是 一 集 , 实 乱 刀 中 沫 些 子 集 所 组 成 的 集 族 ， 沾 且 闷 
满足 定理 9 的 人 条件 Q, 一 D。、 如 有 果 狩 惧 每 个 元 E 奋 ,规定 集 下 ES(z)， 
是 指 存 在 OED, 使 rEOCcT, 邯 本 当 (z) 满 足 定 义工 中 的 Vi 一 V, 内 
而 藉 它 可 以 在 百 上 定义 一 拓 搂 粘 述 ,而 下 成 篇 一 拓 搂 空间 。 在 过 一 空 
出 中 , 洽 是 吾 的 一 切 天 集 所 组 成 的 能 厂 . 

广 4.。 出 此 可 知 , 含 一 点 的 开 第 家 成 各 点 的 一 个 基本 部 域 宵 .。 因 
此 尖 些 作 举 把 蚀 域 理解 成 含 一 壬 入 天 集 ,例如 Hausdorff". 

给 ，Vi, Vs 都 不 须 恬 ，Vs 出 Qu 直接 推出 . 苯 下 的 只 是 要 奸 朋 V4， 
放下 &B(#), 恢 定 闵 , 丰 在 QD, 使 EEOCcF， 如 果 Y 关 ED, 刚 因 芳 E 
《OCF ,所 以 了 ES ,从 而 OQ 满 是 Vi 的 要 求 。 

坡 税 要 泪 明 ,用 过 些 医 域 岗 定 吾 的 拓 揣 咎 构 , 则 巴 拾 好 是 百 中 的 一 
切 开 集 。 恒 QED, 依 上 述 规 定 , 对 堆 每 个 x&0,0€3tx), 和 从 而 依 定 
理 5, O 是 赔 集 。 反之 , 设 B 是 并 案 , 依 定 再 5, 对 座 每 个 EB, BE 
《上 xz)。 恢 上 面 的 规定 , 必 存 在 O.E5, 使 rE0,cB， 因 此 依 0,， 

B= 人 Oo-es， 
着 世相 

注 2， 如 在 集 尼 中 已 知 一 能 族 和 满足 也 及 下, 那 未 1 中 的 集 在 态 

中 的 衫 集 缉 成 一 个 请 足 O01 及 Ds 的 集 族 , 检 而 在 上 定义 一 个 扎 杰 精 


13》 内 F, Hausdorif, Menzenluhrse, 23, Autfl. 
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构 , 使 1 恰 是 迁 迟 定义 出 来 的 拓 杰 空 遇 中 的 朋 集 族 ， 

定义 9， 拓 杰 空间 中 一 些 开 集 逢 成 的 租 名 是 作 实测 的 ( 朋 ) 基 ,是 
指 窜 滑 中 每 个 拓 集 是 B 中 某 些 焦 的 供 。 

但。 在 数 让 业 中 ,一 雪 开 区间 形成 一 个 基 !， 

定理 11。 硒 一 拓 反 空 贞 中 ， 

1》 乱 了 和 焦 冯 是 于 集 , 必 须 且 只 肌 ADFrA; 

2) 锡 了 集 4 是 开 集 ,必须 且 只 须 Cd4D>Tr4; 

3) 篇 Er(4) = 劝 , 必 须 且 只 须 和 4 是 院 开 且 阴 的 . 

尊 ， 由 定理 6 可 知 Fr(4) 一 Fr(C4), 从 而 2) 是 1) 的 明 接 千夫 
现在 只 须 溃 1) 及 3)， 

关 葵 1): 股 生 是 于 焦 , 邯 本 站 = 本 = 本 mn = Fr(4)， 友情， 
如 果 妈 忆 本 mmC. 郊 末 二 nduUc4 = (ANAYUCANCAICS 
己 4U(Snesay = 入, 和 从 而 和 = 有 4. 

一 论 3); 设 Fr(44) = 名 , 峙 玉 依 1) 及 2), 妇 是 既 并 且 了 并 的。 友 
之 ,总 4 是 胞 并 且 于 的 , 珊 末 仿 了 及 2), Fr(&jcANCA -= ,从 而 
了 TS) = $@. 

定 蒜 10。 在 一 拓 朱 空 洁 五 中 ， 

1”。 如果 本 = 百 , 忆 末 生 吓 作 称 党 ; 

2°. 如 果品 4 = 百 , 卉 尺 世 时 作 条 性 筑 ; 

237. 如 果 Ca = 吾 , 那 永生 吗 作 朴 稀 集 ; 

生 ， 如 如 10 名 (207, 那 有 壤 是 作 五 路 的 扳 立 贞 ; 

5*, 如 朵 气 = 4 曲 末 总 旺 徐 完 华 ， 

让. 1) 用 定 闵 可 丹 奢 出， 和 茂 稀 集 必 臣 流 性 集 ，, 儿 关 的 粮 性 集 必 
疙 踊 稀 从 ， 但 一 般 焰 性 集 趟 必 起 玖 征集 ， 例如 在 数 直 莘 上 ,一 切 有 埋 
点 所 租 成 的 集合 是 生性 集 , 但 脱 仿 = 区, 所 忆 C 有 == 8, 从 而 马 
不 是 足 稀 全 . 

2) 包含 向 和 傈 的 集 仍 是 向 的 。 仿生 澡 性 集 : 或 苹 稀 集 } 中 的 集 仍 二 
入 性 的 (或 蔬 稀 的 )， 

1) 过 明 见 日 aragcoH 袖 缀 国 数 鹿 第 寺 章 ,85.， 


人 _. 

3) 距 一 的 开 焰 性 集 是 空 集 ， 事 刁 上 ,篇 了 和 4 是 称 性 集 ,必须 且 内 
须 = 作 , 央 短信 定 理 7, 到 =CCA。 稳 性 集 世 可 以 定 闵 成 没有 闪 周 的 
集 , 岂 就 是 含 在 它 的 各 中 的 集 { 即 4cA = Fr4), 因此 吓 作 “ 烙 性 集 ”. 


UCACCAUCA = CA, 即 CA = 已 . 

5) 篇 了 及 是 朴 稀 集 , 心 有希 且 册 须 每 癸 不 空 闻 集 必 包 合 一 个 典 委 不 
由 交 的 不 空 并 集 ， 事 实 上 ,人吉 了 是 荐 稀 集 ,必须 且 只 须 空间 中 往 个 点 
是 C3 的 附着 点 , 即 必须 且 愉 涡 每 俩 不 空 开 集 鼻 C4 相 姿 ( 昂 秆 理 10 
知 的 广 1) ,也 就 是 裔 ,每 眉 不 空 并 集 偏 一 个 不 在 4 中 的 点 ,从 而 必须 上 且 
以 须 每 个 不 空 闻 集 包含 一 个 虹 4 不 相交 的 不 空 并 和 集 . 

6) 筒 集 不 可 能 同时 是 状 稀 集 , 因 篇 一 般 训 冯 多 ， 

7; 如 有 有 一 芯 稀 策 只 包 舍 一 划 , 拖 末 和 这 点 下 是 空间 的 莽 立 点 ， 事 审 
上 上 ,如 {2 是 茂 稀 集 , 球 末 {XY1 不 可 能 是 并 集 , 态 则 汗 一 不 空 并 集 吾 合 一 
侦 伍 42 不 租 变 的 表 集 ,得 出 矛盾. 过 命题 的 道 丰 项， 取 一 不 窑 集 , 附 志 
坡 粗 的 拓 摘 和 粘 构 ( 定 蒜 1 下 例 2), 伍 取 一 昧 <, 洁 末 ?不 是 斤 立 点 。 诈 
降 1 一 五 ,Ci = 分 

8) 乱 了 集 4 是 茧 稀 集 ,必须 且 只 有 顷 C4 是 向 集 ， 

9) 有 密 多 个 中 稀 集 的 讲 仍 是 朴 稀 能, 过 起 上面 娃 5) 次 易 看 出 。 

咎 。 Cantor 的 三 进位 间断 弦 ? 六 是 一 阿 的 朴 稀 集 . 

定理 12， 在 一 拓 朱 空间 玖 中 , 任 登 集 冯 的 缘 可 以 表示 成 十 个 入 性 
集 的 俩 . 

更. 由 定理 6. 

FrtAY = A4NCA = tANCAYU(ANCA). 

现在 蓝 明 A405 (由 公式 的 对 稳 性 也 可 知道 CAN 4) 是 禄 性 无 就 够 
i 。 窒 和 孙 上 ， 
1 向 北 可 知 对 . Bourbaki, Topolojsio reneralo (Les structures fondame- 

ntales de lanalyee}, Elements Ge mathematiques, Livre JII， Chapi~ 


tre IX, 73 页 例 上 是 猎 引 的 ， 
2) 部 HAT5600H 次 要 区 数 该 第 二 章 . 
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OANCA) -CaUCOE4 - CAUOCOOCACOAUCCA = BE. 

广 。 设 和 4 是 姥 集 ， 苦 林 Fr(4) = 4N04， 和 从 而 依 上 而 定 理 的 鞭 
朋 , 闭 集 { 同 理 潮 集 ) 的 入 是 夭 性 的 ， 但 一 舰 ,点 集 的 入 不 必 是 弛 性 集 ! 
例如 在 数 直 磷 上 ,有理 数 的 焦 的 糙 是 空间 下 ,耐心 玉 = $$， 


$2， 连 罚 映像 , 同 胚 性 , 拓 搓 圭 构 精 相 的 比较 , 子 空间 


定义 1， 入 拓 搂 空间 所 到 后 所 空间 加 中 的 映像 了 = 志 xw) 是 作 
在 mf 《五 :) 克 漆 千 ,是 指 半 航 瑟 : 中 作 意 收藏 苓 x 的 牛 序 盯 网 (Ts)se3s， 
羽 : 中 的 生 序 点 册 (R2s))oss 收 生起 起 ro, 各 末了 在 加 不 不 漂 炉 ,于 未 
我 们 答 了 在 加 区 是 问世 的， 如 果 了 条 每 合 点 2 五 | 麻 填 箱 , 几 末 地 叫 
作 由 者; 到 Bs 中 的 连 稿 叹 像 ， 
址 .特别 如 如 万: 基数 让 六 娠 .末末 由 瑟 : 到 三 的 束 缠 喘 像 时 作 局 
上 的 速生 画 数 : .以 德 昱 见 到 ,过 秆 画 数 的 慨 念 在 拓 反 这 中 估 着 很 重要 
的 地 和 位 . 
便 1 由 一 拓 扎 空 骨 总 到 它 自 己 之 上 的 不 本 映像 冰 -> 是 过 糖 映 


操 ， 

全 2 设 总 是 渍 守 有 时, 指 末 有 内 必 ;到 任意 一 个 拓 杰 空间 琴 , 中 的 任 
意 映 像 必 是 连 粮 的, 因 贺 过 时 12slsea 一 2 只 有 党 存在 一 个 各 Ed, 使 
好 六 各 一 > 0 降 成 立 ， 和 欠 而 对 疏 任 意 上 映像 了 ,f(s) = 了 (0) -> 
(rd > 60). 

间 3， 识 玉 是 一 可 数 经 帘 策 ， 少 以 江 定 闵 1 个 例 4 上 所 述 的 吉 著 
邱 朱 千 构 , 设 广 是 由 下 测 数 闪 多 中 的 淄 神 上 暴 像 ， 玉 中 的 一 茹 点 表示 不 
人 有 刘 , 甘 上 卫 这 一 种 天 下 化 雁 任 
意 藉 zi (KF = 1 2，…), 朵 态 zi 节 任 意 痢 二 是 EE 中 一 个 有 穹 集 的 祖 
化 .所 垃 必 包含 种 训 [ 让 中 所 芒 以 后 的 一 切 元 ， 但 壮 楼 必 类 获 酒 : 对 
办 任 碟 ,OT 一 ER 一 00), 而 由 并 数 直 和 米 上 极限 的 一 音 性 ( 壤 
学 分 析 中 的 熟知 事实 中 ,F(T ) 必 是 常数 ,就 是 襄 , 某 座 一 切 尺 ,了 wp) = 


1 尖 恰 上 , 基 世 i 是 * 拙 入 "空间: 由 王 : 到 上 的 映像 总 作 访 国 数 ， 伍 我 俏 需 简章 起见 由 
它 作 画 数 。 
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=atR, 因此 可 以 千 洽 ， 在 这 娶 所 车 察 的 拓 搂 空 浊 上 ， 不 存在 恰 从 党 
数 的 这 入 画 数 . 检 是 提出 了 问题 :在 人 怎 惊 的 拓 朱 空间 之 上 才 存 在 着 只 
於 常 数 的 连 种 丽 数 ?证 一 间 题 和 将 在 第 二 章 考 察 , 

例 4， 各 果 吾 | = 可 二 民 , 部 日 只 考 不 斑 常 的 是 则 D2}nen ,入 卡 
证 豪 定 纹 的 连 种 国 雪 就 是 万 常 冉 学 分 析 中 的 连 种 两 数 。 以 和 后 身 看 浏 ， 
湛 使 兰 察 一 肯 的 生 序 数列 ,所 得 的 连 炽 画 沟 斤 念 仍 是 与 和 丰 常 的 一 械 ， 

定理 1。 设 如 ,了 上;, 3 者 是 拓 楼 空 剧 ,， 而 由 五 到 五 上 的 映像 
¥ 二 AX) 在 点 加 5 十 感 连 和 粳 , 而 用 三 > 到 五 s 中 的 映像 = 91) 在 点 
yo 三 天 N60)《 忆 。 不 巡 粮 ， 吾 未 由 可 到 局 中 的 有 映像 > = 8 三 
三 (9 。 记 (x) 是 在 点 EB 古 连 积 的 映像 ， . 

座 。 事 实 上 ., 裔 {zaisesa 是 如 1 中 收 伐 樵 35 的 任 音 和 牛 序 禹 玛 , 晤 未 

Jim fm6) = fro) = lo, 


从 而 依 在 轧 点 的 连 壬 性, 可知 
lim OFC =: (Wo) = YF CW) ), 


全 明 完 富 . 

圭 。 由 此 可 昂 , 如 打字 是 由 二 :到 上， 上 的 洒 粳 映像 , 测 9 基 册 已 
到 吾 s 中 的 过 乱 了 肌 公 , 那 末 9 7 是 由 可 到 三 了 的 于 入 吹 俐 - 湾 个 命 
题 叫 作 溃 炉 映 像 的 合成 定理 。 如 果 五 = 五 。 一 Bs = 民 , 温 辕 虹 在 数 不 
分 析 中 是 癌 知 的 ， 

定理 2， 设 y= fF(#) 是 由 哲 杰 空间 已 到 拓 朱 空 | 出 轧 中 的 觅 二 
下 面 砍 个 休 件 是 相 堪 等 价 的 : 

1) 了 上 基 达 荐 映像 ; 

2) 兰 由 三 。 中 每 俩 并 集 G， 区 G) 是 旺 志 :中 的 开 集 ; 

3) 对 和 扑 总 中 每 个 开 集 已 ,，K 忆 ) 是 局 中 的 于 集 ; 

4) 对 苓 每 个 集 4 局 ,A)CcCFRA); 
$5) 关 蕉 空间 已 中 每 一 点 zo， 革 其 让 to) 在 加 中 的 每 一 源 城 了 ， 
片 7 了 ) 是 加 在 囊 中 的 独 城 ， 


1) 理由 将 在 以 合 服 六， 
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容 。 我 们 只 须 访 上 明 1) 一 > 4) 一 > 3) 一 >2) 一 >5) = 二 > 1)， 
1) 一 4): 设 4 是 了 ;中 任意 集 , 鞍 设 me 4, 依 漳 定义 6.4 中 有 
一 全 序 点 列 (xs) 妆 散 礁 Xo。， 恢 连 蔗 性 的 定义 , (f(z)) 在 声 中 收 伍 坪 
六 zw) ,从 而 依 江 定 闵 6, F(zo) 《F044), 即 FA)cCHA). 
4) 一 >3): 族 古 是 ;中 的 并 焦 , 下 = tr。， 仿生 = 六 FF), 朝 ) 未 
让 = 从 A4)， 所 以 优 4) f(A4)cHA)= 下 = 下 ~ f(A)。， 类 是 各 c 
CC Ff A)) = AE) = 也 ,过 就 是 琢 ， 所 是 并 集 ， 
3) = 一 >2); 对 很 容易 看 出 ,| 轩 扰 Cgf( A) = FLCe A), ， 
2) 一 5); 赦 2zoc 五 ,而 了 是 六 zt) 在 西 中 的 一 个 轩 域 ， 恢 Si 定 
理 10, 存在 EE, 中 的 前 集 ， 使 产 zolcGcTr。 恢 2)， 了 (GD) 是 瑟 中 的 
开 集 ， 菲 且 包 合 %。， 和 从 而 KG) -已 是 za 的 思域 ( 见 到 定理 85)， 衣 
古 依 尖 定 施 1， FTP)(D 玉 LUG)) 更 是 mn 的 导 城 。 
5)—> 1); 识 (wa)sesa 是 二 中 一 个 年 序 点 麟 ， 而 (zs) 路 训 於 XE 
《五 :。 蔗 下 是 下 rzo) 在 本 中 的 任意 小 域 ， 佐 与 )， FT) 是 mm 在 可 中 的 
郑 域 。 艇 然 加 一 X60, 必 存 在 Sv 4， 使 
6 > Hr => zs € fF(V), 


也 就 是 座 ， 
6 > dv >1(rs) EV, 

和 从 而 六 X20) 一 A(X)。 谣 然 (zs) 是 收 航 蕉 如 区 的 任意 点 烈 ， 广 必 是 连 
攻 映 像 . 

定 蒜 2. 由 拓 横 空 | 出 豆 : 到 折 挡 空间 如 上 的 一 壮 一 映像 是 作 同 
胚 粮 者 ,是 指 外 都 是 连 钙 映像 ， 污 时 Bi 与 Bs 哑 作 同 胚 的 空间 . 

广 . 人情 定理 2 的 2)， 3), 局 胚 里 像 把 南 空 而 五 :, Es 中 的 开 集 (于 集 ) 
互相 映像 , 从 而 依 红 定理 10, 同 胚 喘 像 保存 空间 的 拓 楼 精 构 , 也 就 是 
广 , 同 胚 的 空间 单 就 它们 作坊 拓 拉 空 疝 汗 一 冉 而 篇 是 没有 北 黑 的 ,也 就 
是 指 在 其 拓 炎 千 构 方面 训 芍 是 “抽象 地 相同 * 的 . 

全，y=4+1 或 y=2% 是 由 数 站 炉 尼 到 它 自己 之 上 的 同 胚 映 合 ， 


1) 法 疙 二 是 推 下 在 空间 EE 中 的 好 包 ， 吴 格 地 议 , 在 不 同 的 空间 中 取 志 包 的 运算 座 以 
不 局 符号 未 示 ， 但 通常 在 访 有 医生 混淆 可 能 时 ,不 必 加 以 区 别 。 
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定 蒜 3， 设 集 互 之 上 可 以 附 有 两 种 拓 搂 粘 构 rp 和 7., 各 使 忆 我 篇 
拓 搂 空间 Bi,, Br。 设 Y = :2) 是 由 已 到 五 上 的 不 村 映像 。 如 肾 。 
是 由 Br, 到 瑟 , 中 的 速 炉 映 像 , 负 示 我 们 葵 , 拓 搂 结 构 m 比丘 杰 咎 天 m 
精 , 或 nm 比 nm 粕 . 

广 ， 1) 如 王 比 za 精 , 而 己 世 比 说 精 , 于 未 吾 。 与 百 :。 是 同 是 的 ， 
到 时 m 与 定时 作 等 价 的 拓 秋 村 权 . 

2) 不 难看 出 ,所 谓 r: 比 zz 精 , 是 指 如 果 一 集 依 +, 是 肛 集 , 郑 术 这 
集 估 ?5 也 是 并 集 ， 和 这 衷 如 果 把 “ 开 * 字 换 成 < 于? 字 , 仍 是 中 的 ， 

3) 依 定理 2 的 5), 篇 了 拓 搂 粘 樟 n 比 拓 搂 桂 构 zs 精 ， 必 须 上 且 只 
须 对 从 马 中 每 一 点 ,x 的 每 一 个 在 Et, 中 的 轿 域 必 也 是 它 在 盏 , 中 的 
郑 域 . 

4) 依 定 闵 1, 配 丘 咎 楼 za 上 比 拓 朱 结构 + 精 的 必 权 奥 充 分 休 件 ,万 
是 每 个 依 + 收 黎 於 一 点 的 牛 序 点 列 必 然 焦 志 也 收 诈 共 同一 极限 . 

5) 由 遵 豆 的 广 3)， 不 内 看 出 ，8$1 定义 1 下 例 2 的 拓 扎 畏 构 所 以 
岂 作 最 粗 的 ， 乃 是 因 篇 它 俊 是 在 一 个 集 上 所 能 定 闵 的 一 切 拓 所 粘 请 中 
之 最 粗 的 一 个 。 同 理 , 散 拓 搂 千 构 乃 是 定 闵 在 一 集 上 的 最 精 的 拓 扎 炉 
构 ， 芝 是 两 种 极 岗 的 情形 。 

6) 设 了 基 由 集 忆 到 一 棉 釉 空 于 瑟 中 的 映像 ， 闵 县 人 是 万 中 一 
切 开 集 租 成 的 集 族 , 那 未 f{9,) 王 入 是 巨 中 一 个 子 集 族 ， 鸦 且 不 内 看 
出 它 满足 8 中 定理 9 的 条 件 D, 一 0:。 因 此 可 以 用 在 巨 上 定 闵 一 个 
拓 灾 糖 构 , 而 吾 炙 成 一 个 拓 朱 空间 , 表示 成 1， 不 肉 看 出 , 是 由 已 
到 EE 中 的 过 秆 映像 ,北上 这 一 拓 摸 业 构 乃 是 上 能 住 了 傣 速 午 映像 的 
最 粗 的 拓 措 辕 构 。 过 种 定义 乱 把 粘 各 的 方法 是 很 有 用 的 ， 换 名 攻 膏 ， 
五/ 也 可 定 六 如 下 : 设 ze 已 (56 4), 所 语 牛 序 点 列 {ze} 在 已 中 收 伍 认 
xo& 忆 ,是 指 !f(xo)) 在 刀 ; 中 收 敏 礁 Hzoj。 如 果 术 是 由 一 个 点 所 组 成 
的 , 著 示 妃 ; 就 是 最 粗 的 拓 朱 结构 。 

定 闵 4， 发 4 是 本 搓 空 疗 的 子 集 。 ” 装 检 4 中 每 个 点 <. 全 
Wat) 三 {FNA4IV EB(z)), 其 中 (2) 表 示 x< 在 妃 中 的 部 域 租 ， 取 
%A(x) 作 筷 z 在 和 中 的 轩 域 租 ,. 那 未 4 成 沉 拓 把 空 间 , 过 侦 空 间 叫 作 瑟 
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药 子 空间 ， 症 4 上 尖 贱 定 屠 的 括 朱 千 魁 岂 作 由 已 上 的 拓 杰 结构 请 注 出 
来 的 ， 
填 ，1) 不 闪闪 有 明 , 写 ; (tw) 俱 害 误导 1 定 闵 工 的 Vi 一 
2) 不 允 看 出 ， 集 4 上 的 过 个 诱导 出 来 的 折 搂 粘 杰出 可 以 定义 如 
下 :全 9a = ton4IO<2} ,其 中 号 表示 百 的 开 集 族 ,站 取 匀 4 作 篇 和 4 
的 开 集 族 . 
定理 3. 座 和 44 是 拓 朱 空间 台中 的 一 个 点 集 ， 而 是 由 A 到 万 中 的 
扇 像 P(X) = 3)， 那 末 和 从 瑟 的 拓 抄 粘 构 诱 六 出 来 的 4 的 拓 朱 粘 
构 旺 正 是 由 陨 像 @ 依 定义 3 下 圣 6 中 上 所定 议 的 拓 朱 知 构 . 
十。 事实 上 ,如 果 吕 是 旦 过 中 的 负 日 集 ,于 杰 
2(0) = ANDO., 
定 蒜 5， 设 {上 B,) .er 是 一 族 拓 朱 空 闻 . 浇 察 一 切 元 
t= {Keeer (Xe EE,) 


的 集 , 这 集 是 作 诸 集 马 . 的 种 集 马 =- | 吾 ， 已 上 使 一 切 投 影 映 像 产 : 
ee 


XY 人 篇 回炉 映像 的 最 粗 本 朱 精 构 野 作 诸 五 。E 拓 搂 丫 构 的 积 ， 而 在 
上 附 以 溃 个 拓 朱 精 构 而 得 出 的 拓 拉 实 章 巨 是 作 诸 空间 ,的 积 空 骨 ， 
仍 表 示 成 EE = ILeE,， 诸 空间 五 , 是 作 瑟 的 因子 空 章 . 如 果 庄 五, 者 
等 礁 同 一 空间 名, 那 末 ILerB, 叫 作 已 的 井 , 表 示 成 本 。 

十 1， 注 意 , 定 闵 5 所 说 的 形 个 景 粗 拓 杰 千 构 了 确实 存 在 ， 实 际 上 ， 
考察 妃 上 一 切 使 雍 投 影 吴 像 亡 (: 5 7) 六 需 巡 种 映像 的 拓 搂 千 梭 所 碍 
成 的 集 了 , 了 不 是 襟 上 集 ， 因 篇 于 少 志 上 向 拓 搂 车 构 必 届 人 碎 T， 下 依照 
“ 粗 苓 ”关公 成 圳 一 个 咎 序 集 ， 分 公 ; 政 示 册 拓 朱 业 机 r+ ET 相应 的 天 
集 族 , 拖 末 不 欢 看 出 

= /1 


仍 满足 0 一 0;, 从 而 决定 五 上 一 个 朱 抠 结构 Te， 由 苏 对 每 个 忌 . 中 的 
开 集 C,， fC )£ or 其 每 咎 TET 成立 , 所 已 Fl Go) ES S ,从而 产 按 
oo 是 违 炽 的 , 近 就 是 说 , 7, 也 是 便 一 团 廊 答 乏 入 的 , ro 比 一 可 ze 了 声 
粗 ,， 而且 志 上 每 个 比 一 切 + 《了 需 粗 臣 使 一 切 户 需 连 炉 的 拓 朱 车 构 一 
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定 比 ro 精 , To 正 是 了 中 的 最 粗 元 . 

主 2 注意 温 赛 定 纹 拓 杰 咎 权 的 方式 性 定义 3 下 广 6 中 所 注 的 上 少 
式 的 类 人 性, 十 吉 只 有 一 个 肪 像 ,而 过 训 所 葵 的 是 一 族 上 映像 ， 

定理 4 和 了 五 = Is 是 谭 拓 朱 空 好 马 .(< 了 的 税 完 志 , 必 
须 表 只 顷 五 中 开 集 族 有 出 一 切 如 十 的 集 的 佐 集 视 成 : 


OO x Ox xO, x Tl E,, 


过 夺 {oo … ,el 是 了 路 任 音 有 有 疾 二 集 ， , 
证 , 设 O04 是 EE, 中 任意 开 集 。 由 定义 5 及 定理 2 的 2), 疡 (0O.) = 
= 0 x [| 台 是 忆 中 一 外 开 车, 从 而 任意 有 需 多 个 浊 匀 集 的 实 , 岂 就 


KEY 
j 光 丰 氨 呈 
是 褒 , 如 @ 汪 QO, 入 | 五 ， 状 的 焦 ， 必 征 五 中 天 集 ， 於 旺 灌 
CE 


柑 形 状 的 集 的 人 醋 也 是 开 集 。 但 计 柑 形状 的 集 的 们 和 集 的 双 体 全 本 身 己 轻 
形成 一 个 请 足 0 一 人 的 集 族 , 从 而 袜 在 召 上 规定 一 个 拓 抽 车 灼 , 合 一 
瑟 六 依 适 拓 拉 车 构 都 是 到 欧 映像 ( 见 本 王 明 的 前 千 委 )。 所 以 这 个 拓 
揽 千 裤 恰 是 使 一 切 产 沪 连 稿 的 最 粗 拓 杰 咎 构 ， 

定理 35， 设 五 = cs: 天 :是 雍 拓 搂 空间 吾 。 的 积 窗 问 ， 而 = 
一 (acjes 是 帮 中 任意 一 藉 、 那 末 作 下 列 形 状 的 集 秀成 的 一 个 :基本 
半 域 ; 


并 


下 一 五 。， (1) 
i 
得 顽 1 …， ea} 是 2 中 任 世 有 器 于 集 . 忆 er 是 阁 EBe (1 之 及 ) 
中 的 任意 峙 城 。 
诅 . 识 吕 是 形 鞭 如 得) 的 集 ， 仿 氏 定 理 10,， 在 志 , 中 有 一 归 集 
OCT1L 扫 天 所 P) ,使 


起 
世英 


™ 


tn EO CCU, 
所 以 ,如 黑 合 
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1 蕊 天 三 包 
O=0, x x0.,x [EE., 
FE 
苦 末 如 二 0 3, 布依 定理 4 0 是 巨 中 的 开 集 因此, 依 江 定理 10,U 
基 了 的 凶 域 ， 
八 耻 是 > 在 已 中 的 任 瘟 都 域 。 依 定理 生 肥 并 宝 理 9, 吾 中 必 有 一 


者 集 


1 专 记 起 下 
0 = 局。 XX Oo, ~ I BE, 
让 


鸽 *EOcV， 但 演 楼 必然 XY Oo (1 之 下 所) , 征 而 Oi 是 Xe, 首 
wi 中 的 部 域 (1 夺 让 太 站, 定理 5)。 所以, 中 也 是 形 著 如 td 的 
集 , 和 从 而 如 (1 的 诸 集 形成 z 的 一 个 基本 痢 域 粗 . 

向 .3 凌 欧 兴 里 香 究 尚 五 " 就 是 到 侦 数 直 烧 的 入 空间， 

诗 。 由 宝 闵 5 及 定理 4, 定理 5, 不 难看 出 ,如 果 枯 朱宏 间 如, 捧 空 
邮 BE$ 辐 肪 (ce《 站 , 那 束 积 容 于 

E=IlB, 最 EF* = HB:t 

也 是 则 肥 的 ， 因 此 ,在 定 闵 一 个 拓 抽 空间 名 的 才 大 时 ,也 可 以 说 它 是 
当空 间 事 , 的 禹 空 珊 , 其 中 每 个 五 . 里 五" 同 肚 。 

定理 6 篇 了 在 稿 空间 忆 = 1Lei 五 . 中 御 序 点 列 xz 三 (Ea 
化 於 = (ze)ET( 知 里 af 4, A 是 定 向 全 序 集 }), 必须 卫 员 须 滋 雁 每 


自卫 全 Ye 
[ 

证 逢 了 2 ”一 Y， 必 须 目 只 须 帮 所 的 每 个 如 人 1 的 略 域 局 , 必 
存在 apeE4, 例 c 关 am 一 > ED ，F 族 然 是 形状 如 (1) 的 ,上 进 休 
十 熏 下 列 休 件 等 价 : 句 赤 每 个 :及 ze 在 瑟 . 中 的 每 个 那 域 D。, 几 在 在 
一 个 立 一 ct, 鸽 


a > a ET 
因 逢 每 个 忌 只 类 赚 有 寓 多 个 也 和 五 而 如 

a eat EU (Lk), 
箔 束 人 恢 定向 牛 序 集 的 定 闵 , 存在 co 4, 使 werth(1l 氨 玉 有), 和 从 
而 
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a o> CU, (1 ER x EU, 

傈 ， 设 开 是 任意 集 , 六 他 是 定 闵 冬 天上 的 一 个 实 值 函数 ,一 切 这 样 
的 画 数 灰 z) 组 成 集 RY。 在 RE 上 附 尽 积 窑 闻 的 拓 楼 烙 检 , 王 未 RY 中 
咎 序 “ 国 数列 ”!fs} 的 收 敏 去 ,就 是 指 " 逐 点 收 仇 ”: 六 (r) -> (x) (每 
个 立 拓 下 )， 

特别 如 下 = 吾 , 造就 是 数学 分 析 中 本 数 烈 的 逐 点 收 化 。 

定理 7， 设 f 是 由 拓 撞 空 新 请 , 到 拓 朱 空间 已。 中 的 一 个 映像 ,而 
了 = (f.) 是 由 ,到 积 空 间 EE, = IIe. 中 的 映像 , 使 


fr) = (fw (rE EL). 

项 了 f 在 点 a E 忆 ,处 连 业 ,必须 且 只 须 对 从 每 个 《1, 了 ,在 a 处 连 粳 . 

证 。 篇 了 了 在 4 处 连 六 ， 必须 且 只 须 对 苓 中 每 个 收 化 谍 的 站 
序 点 列 (w4), fx) 一 Fa)。 依 定理 6, 各 条件 与 下 列 休 件 等 价 : 对 认 
每 个 ET, F (oo) 一 fe(0), 汗 正 是 广 , 每 个 f(t 《1) 存 点 a 处 连 粮 . 

常理 8， 在 各 空 间 请 = TLeB 中 , 积 集 4 = eA,(4,cH,} 
的 有 包 是 诸 4, 的 闭 包 的 积 , 即 4 = Herd,， 

证 。 篇 了 点 4& = (a.) ,必须 且 只 须 4 中 有 一 秆 序 茹 列 2** = 
二 《20) 收 笋 於 4 但 如 果 有 过 样 的 点 列 , 那 未 (xF') 是 吾 . 中 第 序 点 
烈 ,三 且 依 定理 6, zei-> ,和 代 而 (E44 《1)。 所 以 得 知 &E14,， 
即 有 Cc 再 本 。 友之, 如果 # = (ww) 了 3., 剖 末 每 个 z, 的 每 个 部 城 


也。 和 与 4 相 交 , 而 依 定理 5， ;的 每 候 产 域 与 4 相交 ,从 而 x 《A 圳 


er 


完 。 

条 . 需 了 积 集 IT4.。 在 积 空 间 HB. 中 (4.cCE.) 是 阴 集 ,必须 旦 只 
须 涤 礁 每 个 《1 工 ,4 在 五 中 是 闭 的 ， 

吓 标 6。 拓 朱 空 闻 的 基 的 最 小 势 叫 作 空 闻 的 权 数 ， 

乌 。 数 直 塘 的 权 数 是 个 。 因 篇 以 有 理 数 需 端 点 的 天 人 区间 粗 成 一 个 
基 , 而 近 基 的 势 等 於 疏 o， 吐 然 不 存在 稚 更 小 的 基 ， 

广 。 不 内 看 出 (定义 4 ) , 一 个 拓 担 空间 的 子 空 浊 的 权 数 不 超过 原 
空 其 的 权 熬 。 
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定理 9 (TieperpMail) 发 拓 炙 空 其 五 是 一 组 拓 朱 空间 王 e 的 各 空 
月 . 互 = 了 er 攻 ,; 装 设 每 个 因子 空 陪 世 , 的 权 数 守 1, 而 适 些 权 数 的 各 
是 抵 寡 的 , 闭 来 积 空 间 召 的 权 数 等 谎 诸 因子 空间 的 权 数 之 和 

组. 敲 史 。 是 空间 三 。 的 一 个 基 . 镇 定理 4, 如 时 人 .6 加,, 形状 如 
© x Ts elE 的 集 及 其 有 穷 交 集 租 成 Ice = 吾 的 一 个 基 ， 和 从 
而 二 的 权 数 不 超过 


Set Hr DB rrkre + (2) 
c 


但 因 T1 【一切 : 《和 了 ) , 形 Tr 之 让 ,所 以 


Te < > Te A Ete rr = (之 Tr, 一 >t,, 


[i 


从 而 了， ?rcrr = Sr 同 理 (2) 中 其 它 各 项 也 都 = 3rec。 但 re > 了 


过 下 路 ser 
的 势 ,所 以 (2) 中 的 和 
之 Ye 十 YTeTk 十 了 TeTAre 十 S 人 的 邹 )xZT <S(zTr 一 Yr, 
但 巨 的 任何 基 必 须 合 形 状 如 Ge x [[ 的 集 的 一 切 有 蓄 交 


eo 
(Ge EB.), 所 以 EE 的 权 数 不 能 二 2r,。 褒 完 。 

铅 ， 特 别 如 果 立 是 扰 需 集 , 那 末 RX 的 妈 数 等 雁 太 的 权 数 。 汉 如 
乒 是 有 旬 集 所 成 的 括 反 宝山 ,而 五 的 权 数 汪 1, 羡 是 企 意 舞 训 和 集 ， 邢 未 
EY 的 权 数 等 於 王 的 势 ， 

广 ，1) 如 果 不 说 每 个 因子 空间 的 权 数 六 1, 那 末 定理 不 必 成 立 ， 
例如 , 设 每 个 因 了 于 空间 只 有 一 点 , 阐 末 积 襟 胆 只 有 一 种 , 从 而 党 因子 数 
目 六 1 时 ,上 述 定理 在 刘 情 形 失 效 ， 

2) 如 此 不 设 谐 因子 空间 的 权 数 之 和 扰 器 , 那 末 定理 不 必 成 立 。 审 
宿 上 ,如 果 琢 每 个 羡 c( ef 站 是 舍 雨 个 元 的 散 空 肖 , 而 工 = {1, 2, 8), 那 
末 互 = 上! x x 4 的 权 数 需 8, 而 庄 了 的 权 数 的 和 篇 6. 


1 MonocTH a TONONOTHH, PyYEOEHCL C1941)., 昂 三 十 年 来 的 北 了 于 散 可 , 拓 把 所 部 分 ， 
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3 分 卒 性 公理 (To0), (了 1)， (FT,) 


在 381 中 定义 了 千 序 点 列 的 收 训 , 但 一 直 未 讨论 到 极限 虚 原 水 的 点 
克 的 鹃 公有 间 题 。 由 数学 分 析 中 所 讨论 的 极限 性 贺 ,我们 赂 当 要 求 稻 限 
满足 下 述 六 企 企 但 : 

1) 坛 不 同 点 不 能 在 极限 上 是 扰 区 田 的 ,就 是 说 , 若 wx, 2 是 空 湖 中 
十 不 同 加 , 必 存 在 千 序 点 列 (£50), (Xo) 王 而 (Xs)-9y, 或 存在 生 序 点 
Aye) ye) > Mi (We Pwr; 

2) 设 4, 2 是 实时 中 责 不 周 斯 , 必 存 在 年 序 点 弄 (zc Xs 一 了 而 
zz 同时 着 在 生 序 点 列 (ye 一 牙 而 27 

2 ) 刻 果 宇 序 区 烈 1zsjsta 江 是 三 zt6Edhb 那 本 ae 收 竹 外 如， 
三 县 只 忱 敏夫 wo; 

{ 可 蕉 2) 线 2 1) 等 俐 ,时 下面 定 理 4 二 定 理 寺 ) 

3) 收 襄 全 序 点 列 的 极限 起 一 次 确 定 的 . 

记 吉 朵 对 据 朱 空间 的 构 念 不 加 进一步 的 条件， 厢 术 上 迟 的 三 个 休 
件 可 能 部 不 请 足 - 

多 二 取 五 是 任 管 合十 个 以 上 上 的 集 , 附 以 最 粗 的 拓 搂 车 构 , 那 来 
如 中 任意 生 序 上 类 剂 收 租 信任 意 点 . 

伺 2.， 到 实数 集 怀 , 定义 共 中 每 点 < 的 痢 域 得 包含 使 肚 ] 一 00, 
的 任意 数 集 , 迪 末 得 出 的 征 杰 空间 澡 示 虚 五 。 对 图 十 个 不 同 蔓 w，P， 
和 捧 妨 设 4 之 5b， 册 末 完 全 由 = 了 的 点 种 成 的 牛 序 点 列 妆 伊 於 了 ,而 不 
收 合 於 &， 但 完 公 由 = & 的 贞 所 租 成 的 午 祁 点 列 弃 收 葵 藤 g&， 也 收 化 
虑 5, 

人 出 3. 车 察 路 定义 1 下 例 3 中 所 吾 的 空间 。 设 1x;} 蚌 尾音 完全 
由 点 4 各 成 的 咎 序 点 列 ,而 5 兰 &, 厚 末 Cla} 是 5 的 一 个 部 城 , 甘 呈 不 
合 英 列 {Xs} 中 的 任意 点 ， 所 以 风 列 {zs} 不 政 乱 蕉 5, 这 就 是 膏 , {zc} 只 
政 北 蕉 4&。 和 但 由 纶 定义 1 下 例 3 所 吝 , 一 般 收 葵 咎 序 点 齐 的 国 限 水 是 
一 党 的 ， 

倍 4 数 家 粮 上 的 收 敦 咎 六 点 列 的 极限 姑 一 意 央 定 的 ( 讨 明 良 著 


第 一 剖 “” 符 丢 -- 般 拓 捷 空间 45 


者 硝 足 }. 

分 析 一 下 上 举 各 例 的 不 同 , 可 以 把 关 礁 空间 的 定 叉 中 许 休 件 加 音 ， 
而 得 出 一 串 所 请 “分 风 恬 公理 ?17o) (了 T 了 1), (了 Ts)， 

定苗 1 拓 抠 空间 叫 作 ( Yo) 型 ! 或 称 KonMoropoe 型 ) 空 肖 , 是 指 
企 意 取 其 中 评点 , 必 至 少 有 一 点 的 一 个 痢 域 不 包含 第 二 个 点 . 

鲍 。 上 面倒 2 的 空间 即 是 (7o) 型 的 ,而 例 工 中 的 拓 反 宝 间 不 是 (0) 
型 的 。 一 -个 最 简单 的 (了 6) 型 空间 是 由 十 个 元 10,1 租 成 的 ,其 中 并 集 族 
分 由 功 , 10},10, 1 三 个 集 组 成 。 和 者 便 空 间 在 征 面 狼 常 表示 成 访 ， 

定理 1， 篇 了 拓 搂 空间 五 是 (To) 型 的 , 必须 且 只 人 须 扶 中 不 能 有 如 
下 的 点 偶 & 名状; 几 收 铝 苓 4 的 点 烈 必 也 收 租 起 , 浊 且 几 LI 聊 
化 於 王 的 点 烈 必 包 收 竹 盔 wa 

证 。1) 必要 性 .， 设 4 关 500, Dt 上 )， 彼 (To0) 型 空 且 的 定义 . 狂 
妨 设 & 有 一 闻 域 下 不 包含 5, 那 末 完全 由 点 2 棚 成 的 任意 牛 序 点 烈 收 
合 孝 弟 "但 丰收 租 的 a, 

2) 充分 性 。 训 空 间 不 是 (To) 型 的 , 那 未 存在 雨 串 & ,5b, 9 关 5, 使 
0 的 每 个 思域 必 包 合 &, 而 & 的 每 侦 痢 域 也 必 包 含 5。 恢 和 定理 10 
下 广 1, 可知 舍 % 的 戎 集 同 时 饥 成 点 4 的 基本 部 域 租 ,也 六 成 训 2 的 基 
本 痢 域 粗 。 所 以 凡 收 化 起 上 的 午 序 点 旭 也 忆 收 襄 碱 了 ,证 几 收 铝 具 台 
的 点 列 也 必 收 就 诚 &， 

定理 2， 《To) 型 襟 旧 的 子 空间 仍 是 (To0) 型 空间， 篇 了 一 钥 拓 搂 空 
尚 的 积 空 间 是 (7o) 型 的 ,必须 上 且 只 须 每 个 因子 空间 是 (Zoo) 型 的 。 

证 ， 由 定 闵 及 定理 工 直 接 游 出. 

定理 3. 篇 了 拓 拉 空间 巨 是 (To) 型 空间 , 必须 上 且 只 须 吾 同 胚 才 定 
闵 1 下 例 中 空前 豆 的 某 一 霉 的 一 个 子 空 半 。 

许 。 由 此 一 切 {Zo) 焉 空间 的 车 构 完 全 清楚 了 。 

猴 。 充 分 性 由 定理 2 直接 导出 。 我 们 现在 只 须 硒 明 必 要 性 ,也 就 
是 议 , 每 个 (oo) 型 空间 吾 必 同 胚 藤 五 ; 的 基 一 害 的 一 个 子 空 间 ， 

取 巨 的 一 咎 基 当 ， 滋 杖 每 个 GE 加, 命 
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0 如 昌 人 EQ 
et®) ~ | 如 果 ze G， 
藤 是 六 = (fe)cen {就 是 映像 f(x) = (fol%))eew) 把 巨 映 到 积 空 朋 BS 
中 去 ， 

F 是 一 对 一 的 ， 事 实 上 , 如 果 z 天 VY, x, 06 五, 那 末 2 与 过 十 
点 中 至 少 有 一 个 ,无 站 屋 是 ,有 加 域 不 包含 点 y。 依照 基 的 定 蒜 , 必 
存在 G6< 3, 使 > Go 而 ye Go, 也 就 是 襄 , jos(z) = 0, fo,(W) = 
和 从 而 六 zy 尖 ). 

f 是 连 灶 的。 依 82 定理 7, 只 须 吉 有明 每 个 fo(G 《3) 是 溃 种 的 . 
依 加 定理 2, 只 须 笨 

天 (的 ) = B, FCO) 一 五, FO)) 

都 是 巨 中 的 湖 集 ,也 就 是 说 , 只 须 证 明 76({0}) 是 百 中 的 开 集 ,而 这 是 
显然 的 , 因 篇 f6(10}) = G， 

最 后 征明 了 是 过 种 的 ， 依 82 定理 2, 只 须 座 明 对 从 五 中 每 个 开 集 
0, f(O) 是 BY 中 的 开 集 ， 依 基 的 定义 ,在 在 一 组 开 集 Gs 《3(e 《了 1)， 
司 0 = 路 Gc, 所 以 


f(tO) 三 (J eer FG), 
但 
flG) = {0} x BBAGe} 
依 认 定理 4 是 8 中 六 集 , 所 以 依 Di 1O) 世 是 开 集 ， 副 完 . 
定 坊 2， 区 具有 一 侦 回 定 属性 的 一 切 本 舞 空 锐 租 成 一 类 凡 ， 裔 拓 
朱 空 间 三 。 属於 只, 而 名 中 每 个 空 汪 同 胚 礁 ,的 一 合子 空间 ， 懂 六 EE， 
趾 作 类 中 的 亡 有 空间 。 
例 。 由 定理 3 可 知 Bf 是 具有 权 数 委 { 开 的 势 } 的 (70) 空 间 类 中 的 
葛 有 空间 . 
定 蒜 3 大 朱 窗 疝 避 只 作 (7T1) 型 的 〈 或 叶 作 Riesz-Fréchet 空 
间 ,或 称 过 接 空间 (espace accessible)) ,是 指 任 取 吾 中 雨 鸽 永 同 点 与 
# ,YY 性 有 一 思域 不 包含 # 而 # 也 有 一 轩 城 不 包 合 工 。 
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全 .本 乌 腊 姑 轩 所 举 的 例 2 中 的 空间 是 《To) 型 而 非 (了 1) 型 的 空 
半 , 击 例 3 和 与 例 4 中 的 空间 都 是 {了} 型 的 ， 

定理 4 篇 了 拓 朱 空间 巨 是 (7:) 型 的 , 必须 且 员 有 绩 峙 论 挟 中 任 二 
不 同 的 点 x, y, 存在 后 麻 标 烈 (zz),zs 一 4 而 2 同时 存在 生 序 点 
RJ) ,Ye > 2 而 3 

训 、 1 必要 性 . 由 定 闵 8 知 , 育 避 ES 人 ,PE 374, 同时 有 V & 3(.5), 
Vy 作 (za) ,2 三 7Y, 则 X 一 和 而 YDy; 作 (Ya) ,Yo 尘 y, 央 ya 二 
而 yr. 

2) 充分 性 如 吾 不 是 (7 型 的 ,计时 对 雁 任 意 开 痢 域 下 & (7) 
必定 了 32 ,或 者 对 南 任 意 开 轩 域 UESB0O) .必定 U 3X， 如 前 者 成 并 ， 
则 对 任 一 牢 序 旧 列 (ys) ,Vs 一 > J， 取 肛 痢 城 六 ECC), 周 篇 下 38 所 以 
下 电 是 # 的 开 畦 域 ,因此 存在 2 当 立 > 加 时 有 了 ET ,和 从 而 扩 一 站 
对 翌 得 到 凡 恢 化 谎 3 的 年 序 点 烈 必定 收 禾 於 z4; 如 熏 者 成 立 , 出 理 可 得 
凡 上 收 襄 於 £ 的 千 序 丹 列 必定 收 误 识 3, 关 是 与 慨 设 开 盾 的 ， 

定理 4. 需 了 拓 撰 空间 五 是 (7 了) 型 的 , 必须 且 内 人 须 凡 由 一 个 轩 & 
所 租 成 的 生 序 时 列 14s} (as = 0) 以 4 需 唯 一 和 极限， 

认 、1) 必 要 性 。 设 吾 是 (7) 型 裤 间 ,而 设 &,5 是 其 中 两 个 不 阿 是 ， 
依 定 闵 3, 8 有 一 导 城 不 包含 &, 从 而 生 序 睦 列 tasifae 三 4) 不 能 收 区 
认 D， 所 以 too 的 唯一 极限 是 0. 

2) 充分 性 设 巨 不 是 (ZT)) 型 空当 ,和 悄 示 恢 定 义 3, 必 存 在 两 不 向 
点 5, 司 2 的 任意 痢 域 包含 &, 从 而 由 一 咎 是 wa 所 碍 成 的 任意 牢 序 点 
烈 {as} ,fas 三 6) 必 世 收 台 於 时 

滋 ， 篇 了 一 个 邱 炙 空前 是 (Ti) 型 的 , 必须 且 只 人 须 几 由 一 个 点 名 成 
的 集 是 于 集 . 

定理 5， 需 了 一 组 拓 搂 室 间 的 积 空 间 是 (2 型 的 , 必须 且 只 须 每 
个 因子 空间 是 (T)) 型 的 ， 

三 ， 由 定理 4 的 系 太 沱 定理 3, 可 以 间接 推出 。 

广 1， 傅 定 义 , 及 L(T) 型 空间 必 是 (30) 型 的 ,但 反之 不 贿 ， 秆 在 定 
闭 3 下 的 例 中 已 元 看 出 . 
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题 ,直到 日 前 遵 是 未 解决 的 ， 

广 3. 定 放 1 下 例 说 明 , 有 有 家 非 散 的 (TT,) 型 空间 存在 。 但 可 以 
订 朋 ,有 宫 (7)) 型 空间 必 是 散 的 。， 实际 上 , 由 定理 5 得 知 , 凡 由 一 个 点 
租 成 的 集 {&} 是 于 上 集 , 和 从 而 它 的 衫 集 是 并 集 ， 藤 是 依 0 一切 有 第 子 集 
都 是 四 焦 。 

计生 如 果梨 五 附 以 拓 朱 粘 构 时 是 (Tj) 型 空间 (i = 0, 1), 而 
rz 是 比 六 更 精 的 拓 反 粘 灼 ,于 末 忆 附 点 mr 旱 仍 是 (7 型 的 人 = 0.1). 

定 艺 4 岳 杰 空间 妞 时 作 (Ty) 魂 的 (或 了 aussdorff 的 ), 是 指 对 
巷 玉 中 任意 雨 个 不 同 点 3 , 2, 必 有 t 的 一 便 兰 城 巴 用 2 了 的 一 个 半 域 下 ， 
伍 忆 mmT = 儿 ， 

广 ， { 了 oa) 型 空 骨 查 必 是 (2 型 的 ， 

铅 ， 本 节 开 姑 感 例 4 中 的 宏 间 是 (7T2) 型 的 , 但 例 3 中 的 容 则 不 是 
《Ta) 弄 的， 所 以 (7 了) 型 空 间 不 必 是 (2) 型 的 ， 

定理 6， 需 了 折 搂 空间 召 是 { 和) 型 的 , 必须 且 只 须 其 中 每 位 收敛 
半 序 车 列 的 极限 是 一 意 的 ， 

如 ，1) 充分 性 。 设 五 是 (7,) 型 的 , 而 设 和 个 序 占 列 {X66oes 收 租 於 
点 及 点 #4, 远 喜 2 关 y, 恢 假 定 存在 的 一 个 渤 域 U 及 yy 的 一 个 卷 域 
VV 使 NV = BB，{2o} 斌 然 收 钊 岭 习 及 WY , 必 存在 51, 864, 使 

Sm-—>te UU, > 6—>1, EV, 
而 因 4 是 定向 御 序 集 , 必 存在 66564, 全 60> 证 ,而 > 证， 
所 以 
>> rs EE UNT, 
得 出 六 后 、 亦 是 极限 的 一 意 性 囊 竺 . 

2) 必要 性 ， 设 空间 情 不 是 (75) 型 的 , 章 末 必 存 在 两 个 不 同 点 人 及 
2 ,使 % 的 任意 畦 城 晤 y 的 任 音 痢 域 相 安 , 吉 就 是 说 ,对 於 每 个 局 6 站 ( 寺 
灰 每 个 六 《加 (8), 可 以 取 元 | acmEDnF， 们 定式 {DT > {0U， 
Ys), 是 指 UcUs 而 和 YicY,, 法 末 全 也， 下 ) } em, vem 是 定向 
千 序 集 ， 骸 是 {zw,y)} 是 一 守 序 点 列 , 它 斌 收 敦 礁 ,也 收 侣 识 YY. 
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定理 7， 筑 了 拓 缺 空 崩 百 是 (7 型 的 ,必须 且 只 须 在 幕 空间 瑟 x 瑟 
中 ,人格 角 集 了 = Ta 中 YE 瑟 是 于 集 ， 

末 . 由 纶 的 定理 6 与 本 和 饶 的 定理 6 丛 接 推 济 . 

定理 8， 了,) 型 空间 的 于 守 间 仍 是 (Ti) 型 的 ， 规 了 一 各 拓 朱 空间 
的 策 是 (T，) 型 的 , 必须 是 只 须 每 但 因子 空间 是 (7T3) 型 的 。 如 采集 马上 
附 以 拓 揣 千 裤 mm 娃 基 (7T?) 型 的 , 而 己 是 尽 柄 的 拓 搂 咎 灼 , 洲 末 互 上 
附 以 拓 楼 桔 焰 fa 时 世 是 (7 了 2) 型 的 ， 

十 ， 坪 明 很 容易 ,请 攻 者 自己 祖 足 . 

定理 9 党 了 扼 朱 襟 卓 巨 是 (7T,) 型 的 , 必须 是 只 须 对 扼 盏 中 任 瘟 
十 个 不 同 点 及 28, 必 存 在 一 个 由 舍 “, 9 的 基 表 集 和 4 到 一 (7T;) 型 空 阅 
五 ! 中 的 连 粮 映像 了 , 局 fa) 六 ). 

证 ， 岂 要 性 是 不 足 道 的 , 因 篇 只 须 取 4 = 忆 == 记 , 而 取 篇 不 克 
恕 像 就 够 了 。 我 们 现在 惟有 明 其 充分 性 。 恢 (7T2) 空 间 的 定义 及 守 定理 
如 , 必 存 在 产 x) 的 开导 城 避让 天 0) 的 开 劣 十 了 使 CnTi = 名， 汗 


样子 (ED 与 瑚 7) 各 是 4 中 的 并 集 , 而 4 猎 然 是 互 中 的 表 集 , 依 狸 定 
义 4 下 址 2， 姑 中) 与 丸 7) 世 是 至 中 的 并 集 , 汞 旦 了 (UD mn 其) = 


= 区, 26 下)， BE 其 VD)。 央 此 ,二 是 (7) 型 的 ， 

定 蒜 5 设 总 是 一 个 拓 朱 空间 , 3% 是 集 巨 上 一 个 等 价 关 人 尺 .。 命 
王 表示 吾 恢 并 的 剩 条 狠 的 集 ， 人 但 疡 表 示 由 五 到 五: 交 上 瑟 使 每 侦 
wtE 忆 ) 映 成 光 依 汪 的 剩 角 类 的 时 像 ( 卫 作 守 的 暴 范 映像 ). 五/ 关上 使 有 
篇 巡 匮 映像 的 最 精 拓 朱 粘 构 是 作 瑟 的 据 拉 知 构 依照 天 保 尖 的 商 拓 搂 精 
构 , 而 豆 / 和 上 附 以 计 惊 的 拓 朱 车 构 硅 蚜 作 巨 依 潮 的 商 拓 搂 空 间 , 仍 用 
避 / 半 表示 . 

例 1， 在 数 直 效 记 中 郑 察 等 价 关 公关 :7 三 Xm0d1). 商 实 渴 丰 / 台 
即 是 哩 位 圆 局 附 以 平常 的 拓 摘 和 车 楼 而 成 的 拓 搂 容 凡 | ,过 就 是 说 ,我 们 把 
忆 中 几 相 送 篇 整数 的 踊 等 同 起 来， 

全 2， 在 屏 中 考察 等 伪 关 公立 ; (7 护 ) 三 (23) (mod (1, 1)) 
(其 推 X 一 村 三 0 三 xy 一 op(mod 1))，, 过 圳 (zi By) 表 示 BB 中 点 的 
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笛 卡 柄 坐标。 和 这 时 所 得 的 商 空间 局 / 涡 叫 作 环 面 ， 

诗 1 我们 膏 , 商 窑 间 巨 凡 是 由 在 五 中 把 依 避 等 价 的 睹 等 同 而 得 
出 来 的 。 温 种 温 程 叫 作 “ 等 同 ”(Tdentifizierung). 

社 2， 因 篇 各 是 过 炽 的 ,如 果 f(B) = 4C 羽 /3 (吉村 瑟 C 互 ) 是 
商 空间 中 的 开 集 , 履 未 轧 (4) 是 并 集 ， 注 意 一 般 丰 (4) 不 必 等 於 , 而 
是 由 把 吾 中 凡 依 等 价 关 保科 奥 B 中 某 点 等 价 的 点 添加 入 B 而 得 出 的 ， 
简称 作 上 8 的 饮 和 集 ， 因 篇 马 / 习 上 的 拓 楼 千 构 是 使 fs 连 灶 的 最 精 的 形 
蕉 ， 吾 /% 中 的 并 集 除 上 迅 者 外 再 没有 其 它 的 了 , 换 句 话说 , 篇 了 Ac 
cE/ 间 是 开 集 ,必须 旺 只 须 所 (4) 是 开 集 ， 开 从 期 集 也 有 辣 簿 的 命题 
成 立 . 

诗 3。 如 果 在 巨 中 黑 列 xs} 收 笋 页 xz 瑟 , 那 末 在 吾 / 沈 中 (zs)> 
一 及 (7)， 

定理 10。 畴 了 由 商 空 间 吾 /发 到 拓 搂 空间 也 中 的 映 橡 9 是 在 盏 / 习 
上 连 炉 的 ,必须 且 只 须 由 五 到 玉 的 映像 ge 不 是 这 炽 的 ， 

证。 必要 性 由 82 定理 1 直接 推出 ， 现 在 膝 明 充分 性 ， 取 到 中 的 


并 集 4。 饶 然 映 像 上 三 yofn 是 连 粮 的 , h(A4) 是 吾 中 的 开 集 ,也 就 是 


谣 ， 刀 (9(4)) 是 互 中 并 集 , 依 定 闵 5 下 广 2 可 知 V(4) 是 已 ' 哮 中 的 并 
集 ， 有 4 既是 互 中 任意 肛 集 ,所 以 9 是 韦 秆 的 ， 

定理 11. 裔 商 空间 是 (Ts) 型 的 , 旭 在 考 空 间 中 , 集 Cx 三 {(x,y)| 
三 以} 是 并 的 ， 如 Cx 在 五 x 瑟 中 是 于 的 , 卫 癌 把 巨 中 于 和 集 映 成 
五 /中 中 开 集 , 央 马 / 剖 是 (7 了) 型 的 ， 

证 ，1) 必要 性 ， 设 1x6, Ys) Cm, (Xa, ya)-> (rz VY), 因 篇 局 是 
连 炉 上 映像， 日 有 ta 一 了 下， 所 以 加 一 部 加 一 六 由 亦 : 加 至 
三 ys( 委 ), 所 以 4 = ,和 从 而 名 二 让 (z 32)E Cn 专 是 Ca 是 闭 集 . 

2) 充分 性 。 屋 元， 坟 E 已/ 中 ,半天 用 朋 区 关 y( 六 )， 因 篇 Cn 是 并 
的 .所 以 存在 期 轩 域 了 < %(z) ,并 尘 域 IE By) 使 PF 和 与 UU 中 后 有 同 赂 
蕉 一 等 价 类 的 点 , 因 往 (2z, 力 &Cw。 再 由 关於 各 的 假设 知 ，fn(V)， 
ja(D) 各 是 ,小 在 EAMt 中 的 开 部 域 且 fn(V)nN fx(U) = 由， 
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+ 第 一 与 第 二 可 数 性 公理 


在 着 中 氏 考 不通 基 的 概念 及 有 了 关 基 的 一 个 定理 ,本 和 节 将 对 基 伟 于 
题 作 进一步 的 着 察 ， 

证 五 是 拓 搂 空间 ， 在 江 的 定义 9 中 , 信任 明 , 且 中 基 一 开 集 族 3 
奸 作 如 的 基 , 是 指 玉 中 每 个 天 集 是 当中 一 些 集 的 伴 集 .由 此 可 以 看 出 ， 
每 慢 拓 朱 空 间 必 有 茵 ， 因 篇 至 少 它 的 一 切 贿 和 集 所 租 成 的 集 族 就 是 一 个 
基 . 在 汇 定义 6 中 , 冯 骨 规定 ,所 刘 拓 枢 空 间 瑟 的 宙 数 , 且 指 它 的 基 的 
最 小 委 ( 姬 指 基 的 势 当中 最 小 的 那个 ) ,过 权 数 表示 成 了 吾 。 

定 蒜 1。 如 果 一 拓 朱 空间 巨 的 权 数 不 超过 从 。 那 末 已 时 作 具有 可 
数落 的 空间 ,或 由 作 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓 搂 空 镶 ， 

第 二 可 数 性 公理 。7E 专人 Mo, 

多 二 数 坦 粮 即 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 ， 

但 须 注 意 , 确 有 让 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 存在 , 

知 2. 丽 已 是 势 大 抢 钱 。 的 集 , 那 末 巨 上 附 以 负 定义 1 下 例 4 的 
拓 搂 粘 构 就 是 一 个 不 灌 足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 。 事实 上 , 设 10,' 是 
五 中 可 数 多 个 开 集 , 潭 末 每 个 CO, 是 有 罕 集 ,从 而 和 = 【CO， 是 可 


n= 


数 集 ， 取 x 《CA [注意 CA 基 不 空 的 , 因 玉 的 菇 大 雁 从 , 球 末 Ciz} 
是 一 并 集 , 而 它 不 能 表示 成 一 些 0 的 傍 集 ， 所 以 {0,} 不 是 忆 的 基 , 

定义 2. 发 殖 是 拓 朱 空间 。 所 谓 已 在 z 同 (8E 吾 ) 处 的 基 , 是 指 z 
的 一 个 基本 开 轩 域 组。 五 在 2 黯 感 的 基 的 最 小 势 吓 作 五 在 点 的 特 葵 
数 , 表 示 成 *z(B)， 

创 。 数 直 如 在 它 的 每 个 点 处 的 特征 数 等 埠 从 

广 。 加 果 xe( 吾 ) = 各 o, 那 末 篇 了 x 《EACACE), 必 须 且 只 须 从 及 
中 的 点 可 以 作出 一 个 初等 点 列 {¢,} 来 ,使 

i 

特 且 过 膏 明 篇 什 座 在 论 数 直 灶 竺 我 们 一 般 只 使 用 初等 点 列 ， 

定 蒜 3。 所 请 拓 搂 空间 在 点 + 订 的 仿 基 , 是 指 由 点 > 的 一 些 鄞 域 组 成 的 集 
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名 如 3, 使 


五 攻 黑 ， 庶 的 偶 直 的 最 小 对外 作 殖 在 黑 … 看 的 储 特 后 整 ,表示 腾 WxE. 
诗 1， 关上 窗 间 巨 呈 5) 型 的 , 竹林 五 在 一 革 的 基 辐 时 也 基 巨 在 这 蒜 的 候 
基 ., 和 从 而 


WE EXE, C1) 

但 在 章 (T 朴 空间 的 情形 , (i) 不 六 戌 站， 

鲍 。 苦 站 在 83 芭 始 处 例 2 中 的 从 得 ,站 :5 是 不 栈 定 的 ,而 XB = 工 

广 2. 需 了 对 闫 任 剖 点 是 < 五 存在 ,必须 是 具 须 是 (7) 更 的 事 宣 上 ， 
在 (7 型 空间 中 , 任意 点 的 优 共 必 存 关 。 例 如, 种 点 的 :一 切 剖 域 所 组 成 的 旋 就 是 
EE 在 王 赠 的 伪 基 ， 仙 在 一 个 {7T,) 型 空 隔 中 ,可 能 在 录 点 处 没有 贷 基 ， 

广 3。 攀 玉 (7?) 昌 答 并 ,而 #4 汪 任 总 自 然 数 , 那 末 

Xa 一 PTE = OPLE = i = 1, 

而 且 上 列 一 率 等 式 攻 与 直面 的 命 是 等候: 即 “ 是 中 中 撤 站 可 ， 

诗 4 在 ( 7 ) 弄 空间 中 , 旗 然 CiviCzeE ) 是 于 集 ,而 

NN Ct) = {a), 


一 夫人 


所 以 区 :不 超 通 王 化 青 . 

定 蒜 4 训 五 是 拓 据 空 凋 ,而 半 蕉 每 是 < 五 ， 

tsEEN, 
那 末 请 叫 作 满足 第 一 可 数 性 公理 . 
第 一 可 著 性 公 更 ， 潮 雁 每 时 ,XB 并,. 

定理 1， 诅 志 是 拓 提 至 关 ， 由 二 在 皇 -' 晤 > 的 在 一共 各 ob ,可 取出 -一 个 偏 
洗 来 ,使 3: 的 台 备 其 沙 :E; 迹 目 册 各 :中 也 可 到 出 一 个 世 多 吕 来 ,使 切 : 的 散 
钴 蕉 XB 

末 。 有 号 38+ 是 空 且 在 由 处 的 一 个 具有 整 冰 :BE' 或 .日 ) 的 篇 基 (或 相 蜂 
的 , 基 ). 对 长 每 个 0 守 :7. 可 到 一 OA 玉 5 ， 使 Do CO 当 OO; 表 类 3:* 的 
一 切 集 上 时 , 相应 的 O21 组 了 夸 一 人 在 2 易 ' 不 的 伪 基 (或 直 ), 它 的 执 等 让 四 -有 (或 
XxE)， 恰 完 ， 

诗 。 在 (1) 中 已 指出 功 : 所 XX， 我 们 租 一 例 器 明 一 般 (1) 不 能 斤 成 等 式 ， 
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合 rypueon). 设 忆 是 散 下 烧 上 一 切 由 的 集 ， 对 其 任意 xEE, 合 凡 由 语 * 
的 一 个 天 区 间 中 到 出 至 多 可 茹 多 个 与 x 不 相同 的 点 以 后 所 得 的 点 集 算 作 * 的 部 
城 .。 樵 是 


-了 1 
{2 


租 成 志 在 点 x 康 的 一 个 偏 基 , 从 而 不 将 避 明 必 s 五 = 拱 ,， 钥 了 吉明 xX. 之 1! 潮 
壬 + 胡 示 本 厂 志 粮 帮 的 事 ) ,注意 如 五 六 路。 所 以 内 秆 纵 明 , 由 假定 XE = 之 
< 上 一 定 订 出 矛 导 来 。 事实 上 ,由 Xx = WH 及 定理 1 可取 下 在 > 则 的 一 个 基 
各 ,使 车。 的 台 等 其 1. 而 急 - 是 由 * 在 百 中 的 才 域 碍 成 , 换 句 话 踊 ， 加 果品 6 车 
尼 '. 多 吃苦 像 下 面 慰 栎 的 集 : 
D = CD,, 
其 中 已 是 售 * 的 一 个 开 医 间 , 而 Po 是 一 个 由 睦 * 不 同 的 至 多 可 蓝 侦 的 且 租 成 
的 俩 ，{DDo1oem, 的 樟 集 总 的 历 一 定 不 超 氨 
= 9 < 上， 
得 而 FE、4 与 任意 开 豆 间 的 将 的 融 是 “. 发 是 可 取 可 数 集 
时 一 1z1， 他 “ICE,、A ， 
使 tJ 一 二 , “十 十 5- 但 过 接 则 * 的 每 个 各 域 069。 必 会 噶 s(n = 1， 
2 …) 中 至 效 除 去 有 黎 洛 个 以 外 的 一 切 点 ,而 章 于 定义 矛 导 ， 然 是 得 登 
XE = MM WB, 

定理 2， 设 拓 朱 室 湖 志 的 权 数 等 术 1, 那 未 五 的 任意 菇 加 必 包 合 一 个 工 集 
族 吕 + ,使 名 * 的 专 是 也, 而 各 + 扩 是 忆 的 藉 ， 

氛 。 设 对 ,是 EE 的 一 个 妆 等 区 it 找 ，) 的 菇 . 合 品 表示 名 中 的 一 集 , 
各 ,中 集 偶 CU。, 5g) 吓 作 特 定 的 ,是 指 存 在 VEB, 使 CACVC Ugp， 特定 偶 的 全 
艇 的 整 不 超过 加 。 中 一 苔 集 偶 的 茵 , 而 熏 湖 等 共和 Xx tt = Mm， 对 疮 每 -一 特 完 偶 
(Uo，Up)， 取 一 眉 满 足 上 述 相 合 关 保 的 VF， 什 样 导 定 的 六 的 族 种 * 的 热 也 
所 il， 我 们 和 将 芒 明 茹 + 是 吾 的 基 , 和 从 而 等 * 的 蒜 只 能 等 放 1 ， 

取 失 吾 . 赣 取 # 的 任意 郑 域 0， 我们 只 须 证 明 人 存在 如 < , 湖 足 xEPICD。. 

斌 然 轩 , 是 基 , 必 存 在 Upf30, 合 xtUgpC0Os. 但 台 也 是 基 , 和 从 而 存在 下 申 ， 
使 TCD8. 青 利用 史 。 是 基带 一 事实 ,可 取 Uot3,, 使 xfUoCT. 壮 样 (Uo, Dp) 
成 馈 一 个 特定 侦 , 和 而 存在 TEB* , 使 DaCFC PP 所 以 zxET CO。, 而 着 正 是 
所 要 座 的 ， 
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诗 。 如 4 是 拓 撞 空间 EE 的 子 空间 , 那 末 4 的 机 数 典 然 不 超 进 忆 的 柳 笋 .此 
外 , 革 黄 任意 4€4 ,X44 各 世 芒 x 中 :EE 因此 ,如 果 空 并 电 满 足 第 一 或 第 
二 可 数 性 公理 , 那 末 其 子 空间 也 必 满 足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 ， 


8$5. 际 通 性 


定 蒜 芋 。 拓 所 空间 环 吓 作 联 通 的 ， 是 指 总 不 能 分 解 成 雨 个 下 相 访 
有 公共 点 (不 相交 ) 的 不 空 队 集 的 悦 集 。 襟 靖 巨 中 的 集 和 4 是 作 联 涌 集 ， 
是 指 4 看 作 吾 的 子 空间 时 ,是 联通 空 所 

广 . 需 了 拓 找 空间 扰 是 联通 窒 间 ， 必 须 且 只 须 吾 中 除 空 集 及 其 自 
已 外 不 包含 降 开 且 于 的 集 ， 另 一 个 必要 且 充 分 的 条件 万 是 百 不 能 分 成 
两 个 相 祖 的 乱 操 集 , 近 刘 乱入 和 集 就 是 其 狠 需 空 集 的 那 种 集 , 见 $1 定理 
12, 

全 1。 可 奥 BR" (n>>1) 痢 是 联通 集 ， 

全 2. 引 定 闵 1 下 例 4 中 的 空间 是 联通 的 . 

位 3， 包 合十 个 以 上 点 的 获 空 间 是 不 联通 的 . 

向 4， 只 舍 一 个 点 的 集 一 定 是 联通 的 . 

例 5.、 篇 了 数 直 米 上 一 点 集 是 联通 的 ， 必须 且 只 人 须 当 它 包 含 任意 
雨 蛋 不 同 划 &, Pa< 昌 ) 蛙 , 它 也 必 和 包含 整个 区 渴 [&, 5]. 

定 蒜 2.。 在 一 拓 拣 空间 吾 中 ,两 个 不 窑 贴 集 4,B 吓 作 隔 衣 的 , 是 
指 

‘ANB)U(ANB) = %, (1) 

定理 1。 需 了 拓 搂 空 疝 殖 是 联通 的 ， 必 须 且 只 须 吾 不 能 是 两 个 隔 
雍 的 不 空 集 的 合集 . 

证 ， 容 易 看 出 ， 

(ANB)U(ANB)= 8 

且 E= AUB<>AcA BcB,E= AUB, 
因此 ,本 定理 直接 由 定 闵 1 工 导 出 。 

定理 2 ( 欧 截 )。 篇 了 拓 杰 空间 5 中 的 点 集 XX 是 联通 的 , 必须 且 : 
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只 须 下 列 休 件 成 立 : 关 检 每 一 点 *E 芷 ,随意 区 定 一 个 部 域 V。， 凑 末 对 
於 慎 中 任意 两 莫 & ,5， 在 开 中 存在 有 启 多 蒜 阅 = 4, go … ,Ys 一 上， 
使 
XNVoNVon $B (ign—1). (2) 

证 ，1) 必要 性 ， 首 先 糙 共立 的 每 一 点 Xz, 随意 固定 7 的 一 个 沁 域 
VY.、。 中 有 罕 多 点 人 2, zz ,zl 时 作 ( 惊 已 选 定 的 剖 域 族 {V} ex) 
联 千 各 x (ww 《 下) 的 煞 , 是 指 (2) 成 立 ， 琅 任意 a5 及 会 4 起 
示 筷 中 上 几 可 以 用 一 刍 联 粘 汉 点 gc 的 驯 所 粗 成 的 子 集 , 而 全 B = 蔷 站 
门 C4, 我 们 斑 明 

{ANB}U(ANB) = $. 

事实 上 ,全 VEANB, 那 末 BNVy 了 关 B. 取 X&BNTV,。 饶 然 YE 44. 依 
昭和 4 的 定 叉 ,存在 一 链 10,2 一， Wr-1,，9) 联 千 6 与 zy， 饭 然 z6 号 n 
NVNV CANVNT, 天 必 , 所 以 a 现 z 被 链 {4,2 Yn 
所 联 千 , 藤 是 2zE 4 竹 而 z& 有 NB8, 办 BB 的 定义 巴 盾 。 同 理 , 怒 果 设 
2 六 Dn 中 兴 的 , 那 林 Ton4 夫 有 取 :6VynA4, 导 未 必 存 在 一 全 县 类 
4 与 z 的 链 (6, 2,25 2)。 但 2 EV,NANT,cVyNVNn 玉 ,所 
时 4 遇 的 急 ， 由 此 可 知 y《 A, 而 因 已 
总 < 号 ,过 与 旦 的 定义 矛盾 。， 因此 , 44 氏 吕 是 姜 中 的 隔 钦 集 ， 如 果 玉 
是 联通 的 , 那 末 4 与 召 两 者 之 中 必 有 一 个 是 空 的 。 因 @E 4 天 及 ,及 以 
B = 允 。 休 件 的 必要 性 悚 完 。 

2) 充分 性 。 设 革 外 是 联 道 集 , 依 定理 1, 在 天 中 有 两 个 相对 南 净 
的 隔 雌 不 空 集 4 , 五, 使 工 = AUB。， 径 然 4NnB = 互让 B 一 0 从 而 
对 放 吾 中 每 一 点 2 可取 的 一 个 痢 域 下 使 了 na4d = 名， 同 理 , 洁 
礁 和 4 中 每 一 点 这 , 可 以 取 的 一 个 部 域 下 ;, 使 VNB = 多。 取 灌 楼 规 
定 的 湖 域 族 1『ejssxr, 取 054 ,5E 呈 我们 发 明 a 奥 b 不 可 能 被 一 链 
依照 [VY .} 联 千 起 来 ， 事 实 上 ,在 一 个 这样 的 键 中 , 必 有 一 个 x 《有 4, 市 
AIE 吾 。 但 过 嫌 必 然 

XNVeN Vo = (ANVoN Vas) UBNVa NT) = 8, 
所 以 非 联通 集 必 不 满足 定理 中 的 条件 。 
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系 1。 如 果 4 是 一 拓 杰 空间 五 中 的 联通 集 , 而 4cBcA, 那 末 B 
也 是 联通 集 ， 

必 。 事 则 上 , 吾 的 任意 点 的 任意 轩 域 必 合 4 的 点 ,从 击 定理 2 中 的 
休 件 对 亦 焦 五 成立， 

广 。 特 别 ,如 果 空 唱 中 有 一 个 筒 密集 是 联通 的 , 那 末 整个 空 洁 是 联 

和 柔 2， 如 4, 呈 都 是 联通 集 , 而 二 mm 旦 天 抽 , 那 末 4U 呈 是 联通 集 . 

整 ， 由 定理 2 之 王 明 中 的 第 工 ) 部 分 直接 推出 . 

定理 3 ( 狗 餐 )， 坊 了 拓 摸 答 间 中 的 集 区 是 有 联通 的 , 必须 且 只 须 下 面条 件 成 
立 : 对 其 定 攻 蕉 天 上 的 任意 沉 炉 陋 数 / 及 任意 正 数 8, 取 丰 中 任 童 雨点 < 眉 .一 
定 存在 臣 中 有 氨 多 个 点 x 一“, x，… ;no 一 了 ,使 

[fiz)} Frm | (iRn— 1). 

证 。1) 必 轨 性 , 体 王 是 联通 集 , 而 是 六 上 的 连 绩 国 数 ， 对 诬 下 中 每 一 蒜 

,可 以 取 人 的 岂 域 他,, 使 
VEV NE pl) — HV) < 二子 . 


设 ， DEK, 依 定 于 2， 存在 有 各 多 倘 属 准 所 的 点 二 b, 
使 
XNTwNTon $B, (leighn—l), 


分 芒 Emma 那 末 
Kx 一 friea) | EH) — FO + FD) ~ Firap) | 二 二 十 二 要 


故 定理 中 的 条件 渗 足 . 

2) 充分 性 ， 融 立 不 是 联通 策 , 必 有 不 空 并 集 4,B 存在 ,使 4UB = 人, 而 
(NB)U(4NB) = 四, 在 x 二 让 ,合作 x) = 0, 而 在 2 不 , 例 玫 %》= 1, 傅 
加 定名 2 之 3), 7 是 怀 上 的 速 祺 函数 , 思 仿 4，,B 都 星相 灶 藤 At 即 空 闻 4 中 的 ) 
的 闭 集 . 取 8 交 00,8 起 1, 而 全 64, 0&8B, 那 未 满足 定理 中 人 条 性 的 用 x *:，……， 
Xe-z 抱 法 找到 . 休 仁 的 充分 性 七 昭 了 . 

定理 4， 疼 4 是 拓 乓 空 遇 吉 中 的 阴 通 集 ， 而 了 是 由 五 到 哲 抽 空 灯 
五 中 的 过 炉 映 像 , 那 来 4) 是 五; 中 的 联通 集 ， 
下. 设 74A)=MUN,MiNNN= NNM=$, MBN, 
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那 未 一 了 一 了 
A4= ANFM)U(ANFAN)), 
三 由 
FNFN) 到 0 一 > FI)nN 6, 
也 就 是 六 下 站 天蓝 , 旺 假 定 街 突 。 因 此 待 知 
7COUDnTON) = $. 
同 理 
HNINFM) = 9. 

又 因 FOM) 到 而 天 六 Y)， 与 人 的 联通 性 予 冉 。 所 以 站 4) 是 囊 道 集 ， 

对 .联通 空间 的 商 空 间 必 是 联通 集 . 

定理 5(W. Sierpinski).。 篇 了 拓 杰 空间 巨 中 集 瑟 是 联通 的 , 必 
须 且 只 及 具有 着 硝 布 性 慎 ; 即 如 果 f(x) 是 定 族 在 之 上 的 连 秆 男 数 ， 
而 &, PE , 那 末 赂 xz) 在 六 上 必 取 六) 康 下 B) 之 间 的 一 切 数 值 . 

广 。 加 果 吾 = 五, 这 是 数学 分 析 中 的 一 个 熟知 定理 . 

证 ，1) 必要 性 。 如果 驴 是 联通 集 , 而 了 是 马上 的 有 运 炉 本 数 ,了 未 
六 区 ) 依 定理 4 是 数 志 和 烧 上 的 联通 集 , 所 以 如 果 4,5E 芝 , 依 定 床下 例 
5, Fu) 在 肪 上 到 fa0) 熏 05) 之 间 的 一 切 数值 . 

2) 充分 性 . 我 们 只 须 豆 明 由 肖 汀 坪 布 休 人 性 可 志 推 出 定理 3 中 的 
休 件 。 事实 上 ， 形 蕊 上 任意 速 转 柄 数 户 任意 正 数 * 及 生 中 任意 请 点 
ae , 5, 恢 假 定 , F(x) 在 和 上 让 Ke) 与 17050) 之 间 的 一 切 数 人 入， 仇 姑 识 
FD) > 了 4)， 报 正 整 数 2, 使 


n> 0) 一 Ko， 
那 末 必 存 在 x; 并， 使 
He) 一 F(a) 十 三 (fb — fa)), ilicnol, 
天 
| Flzi 一 Feat)| = 六 (fb) Ha el EiCN 1), 


58 拓 楼 衬 间 概 坪 


湖 定 理 3, 蕊 是 联通 集 . 

定 蒜 3 拓 所 空 若 中 十 点 < ,25 对 作 相 联 的 , 是 指 在 空间 中 有 -- 个 
合 &, 训 的 联通 集 存在 . 

赴 。 和 盈 训 定义 的 相 联 关 傈 是 一 个 等 价 性 天保 ( 即 具 有 自 反 性 ,对称 
性 及 傅 移 性 的 二 项 关 傈 ) ,因而 空间 五 可 以 按照 这 个 并 保 分 成 耳 不 相交 
的 于 集 ,使 同一 于 集中 的 点 是 彼此 相 联 的 ,而 不 厨子 集中 的 点 基 彼 开 椒 
相 联 的 . 

定 贰 二 ”依照 定义 3 下 诗 中 所 从 成 的 子 集 时 作 空间 的 联通 分 ， 和 包 
合 点 & 的 联通 分 也 时 作 & 在 吾 中 的 联通 分 . 

广 。& 在 塞 间 巨 中 的 联通 分 就 是 由 瑟 中 几 氏 a 相 联 的 点 组 成 者 。 

定理 6， 括 反 空间 中 的 每 一 联 省 分 是 针 联 通 集 ， 

证 。 设 和 4 是 拓 撞 空间 巨 中 的 一 个 联通 分 , 设 f(x) 是 定 放 在 4 上 的 
任意 一 个 违 炉 画 数 , 站 设 >, yE4, 依 定义 3, 存在 联通 集 三, 使 三 也 
念 % ,YY。 怀 一 定 舍 南 44 中, 否 有 居民 舍 一 点 zE 和 4, 那 未 +,z 是 相 联 的 ， 
短 联 通 分 的 定义 相 背 ， 和 从 而 用 ZX}(X& 王 ) 也 是 定 闵 在 大 上 的 连 粮 画 数 ， 
依 定义 5, F(x) 在 对 上 取 f(x) 中 fty) 之 阐 的 一 切 数值 ， 因 此 F(x) 在 
和 上 也 取 了 (xX) 缠 f (9) 之 间 的 一 切 数值 ， 既 然 f(x) 是 定义 在 4 外 的 
任 一 过 种 画 数 ,而 ,是 4 中 任 痘 两 点 , 依 定理 5, 4 的 联通 性 种 明了 . 
依 定理 2 系 1, 4 也 是 联通 集 . 如 里 有 一 点 4 € 本 \4, 那 未 依 联通 耸 
的 定义 ,a 与 和 中 一 点 “不 相 联 ， 但 猎 然 二 3z, 所 39, 则 与 2 成 篇 
相 区 的 ,得 出 秒 盾 和 从 鲁 4 = 二 是 并 集 ， 

柔和 坑 了 一 托 搂 容 山 是 联通 的 、 必 须 且 只 顷 其 中 任意 两 点 者 星相 
联 的 . 

诗 。1) 到 就 是 属 , 需 了 拓 杰 空间 是 联通 的 , 必须 上 只 须 它 只 有 
个 联通 分 ， 

2) 设 和 ,Le ED) 是 联通 集 ,其 中 任意 十 个 是 不 相 取 见 的 , 师 未 LL) ,erA。 
是 联通 集 ， 事实 上 , 取 | ee4e 中 任意 两 驯 +,y, 那 未 必 存 在 ,KE E17， 
使 X& 和,, YE Ag, 钱 然 依 定 理 2 示 2, 4, 4k 是 联通 集 ,x+ 姐 yy 是 
相 联 的 。 依 上 面 的 条 , 【wer 4, 是 联通 的 ， 
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定理 7， 需 了 拓 朱 空间 忆 是 非 联 通 的 ， 必 须 且 只 人 须 存在 一 个 由 五 
到 由 两 个 元 组 成 的 散 空 尚 I&,. 8} 上 的 连 萤 映像 ， 

证 。1)》 必 归 性 。 设 王 是 非 联通 的 , 那 末 已 = 开 UN 而 列 熏 他 
是 也 祖 的 、 旗 于 呈 于 的 集合 


1 如 果 2zE 贮 ， 
b 加 果 XEN， 


不 内 看 出 , f 就 是 议 足 定 至 中 修 件 的 映像 。 
2) 充分 性 。 识 Kz) 是 由 互 到 ia, 5} 上 的 溃 蒜 映像, 那 未 fa) 与 
Ft5) 就 是 如 中 十 个 不 空 的 相 衫 从 集 ， 
广 、 由 定理 6 的 合 明 的 前 年 ,可 知 如 果 合 点 2(《 互 ) 的 联通 分 是 委 ， 
沸 末 凡 合 + 的 钱 并 且 阴 的 集 必 含 和， 欠 而 含 = 的 婚 开 且 半 的 集 的 交 必 
包含 和。 但 复命 题 不 必 成 立 ， 
僻 (N,， Bourbaki)。 融 五 一 NUt{1g,5bl, NN 是正 整 鼓 集 . 如 2 EN， 
全 (x) = {Xx}, 而 例 
Sn = {0}U {zeEN, ri}, 
Sa = Ib}UIz|ITEN, Xx tt), 


fx} = | 


淖 分 
Ba = {Ba}new, VV) = {Si }nem, 

了 至 (X) 镍 zx 的 基本 痢 域 组 ,不 肉 栓 有明 , 巨 成 爱 一 个 拓 措 空间， 东 空 间 
是 一 相 (T,) 型 的 ,从 而 (0) , {5} 痢 是 阴 集 ， 因 此 {9,85}) = {a}U{51 分 
成 十 个 相隔 座 朋 集 , 从 而 4 的 联通 分 不 包含 5。 另 一 方面 , 识 吕 是 全 a 
的 一 咎 既 归 上 且 半 的 集 , 那 末 , 它 许 然 基 开 的 , 必 存 在 一 个 32E AN ,使 S.c 
cU， 但 5b 的 任意 卷 域 贺 Ss 相交 ,从 而 与 吕 相 变 , 色 5 本 一 UU， 几 
此 每 个 售 & 的 既 开 且 于 的 集 也 必 含 了 9， 从 而 舍 a 的 一 切 钱 开 且 阴 的 集 
的 交 莫 不 等 图 & 的 联通 分 ， 

定 蒜 5 如 果 一 扼 朱 实则 中 每 个 联通 分 只 售 一 个 点 ， 闭 末 窒 间 时 
作 全 断 的 . 

诗 。1) 依 定理 6, 在 多 断 的 空 关中 ,由 一 个 点 粗 成 的 集 是 阴 的 ,从 
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而 它 是 {了 T)) 型 的 ， 

2) 敬 空 阐 一 定 是 全 断 的 ,但 反之 ,全 断 空 间 不 必 是 散 的 ， 

他。 如 果 有 理 数 集 全 看 作 是 数列 久 忆 的 子 空 曾 , 屠 未 鲍 不 是 散 空 
冯 ,但 它 是 全 卢 的 ， 

定 蒜 6. 拓 搂 空间 百叶 作 0 亲 的 ( 老 稚 的 ), 基 指 其 中 每 点 的 一 切 
舞 和 畦 域 成 篇 过 一 点 的 基本 导 域 碍 ， 

广 1.。 由 定义 臣 接 知道 ,0 维 空 浊 的 子 空间 仍 是 0 维 的 ,8 约 空 阐 
的 禹 空间 也 是 0 雄 的 ， 

广 2 在 0 维 {7) 型 空间 中 ， 含 每 点 的 用 开 且 崩 集 的 变 只 含 温 
点 。 因此 , 依 定理 了 下 十 ,0 灯 (7) 型 空间 一 定 是 全 断 的 ， 但 有 友之 ,全 
岂 (Ti) 型 空 尚 不 必 是 0 蕉 的 ( 岂 定 理 ? 下 的 例 ). 

广 3. 0 蕉 (io 型 空间 必 有 是 全 断 的 ， 事实 上 , 训 7 与 yy 是 空 晴 中 
十 个 不 同 点 , 焦 ( 了 To) 型 空间 及 0 区 空间 的 定 闵 , 揪 妨 设 有 一 个 包 合 人 * 的 
既 有 下 且 别 的 谷口 ,而 口 不 含 y， 得 可 此 CO 也是 一 由 九天 且 于 的 集 ,而 
它 包含 J, 不 包含 Y%。， 因 此 ,包含 一 点 的 一 切 旗 开 且 于 集 的 交 呈 合 过 一 
侦 贴 , 而 依 定理 ”下 的 广 , 证 衬 晶 的 每 个 联通 分 必 是 只 含 一 个 点 的 ,从 
而 空间 是 全 断 的 .特别 由 此 可 知 ,(T0) 弄 0 稚 空 尖 必 是 (了 7 了) 型 的 ， 

广 和 83 定义 1 下 例 中 天 入 的 (To) 型 空间 Bi 不 是 全 断 的 (实际 
上 是 联通 的 ) ,也 不 是 0 维 的 。 

广 5 浊 4To) 型 的 0 蕉 空 介 不 一 定 是 全 断 的 。 

个 。 任意 一 侦 售 雨点 以 上 的 附 有 最 粗 拓 抄 千 杰 的 准 间 是 0 丰 的 ， 
同 蛙 也 是 联通 的 . 

定理 8， 篇 了 拓 亚 空间 殖 是 (To 型 0 条 空间 , 必须 且 民 顷 它 同 吓 


於 积 究 于 吾 下 B 的 一 个 于 空间 ,其 中 每 个 B, 是 只 含 璀 个 元 的 散 
te 


空间 ,而 标号 族 的 势 等 放空 浊 的 权 数 、 

三 ， 充 分 性 由 定义 4 下 的 址 直接 推出 。 现 在 我 们 豆 明 必要 性 ， 皮 
吾 中 一 个 由 弃 半 且 闭 集 组 成 的 基 {Oejser， 十 依 定 义 6 是 可 能 的 。 分 
fetw) 表 示 祭 De 的 特征 画 数 , 即 全 
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| 1 如果 3EOe， 
A 如 果 ze O04， 
产 是 由 至 到 了 = 10,1} 中 的 连 入 映 像 ， 今 
Hr) = (fe) ee, 
雳 末了 是 由 巨 到 8。 中 的 连 炉 映 像 (82 定理 7)、 了 是 一 对 -的 。 事 


tee 
补 上 ,如果 了 XX) = Fo 那 末 疡 (= 了 (8)( 一 切 志 ,和 争 而 每 个 售 民 
的 钱 开 且 阳 集 也 必 含 ?， 反之 也 成 立 ， 从 而 依 定义 6, ?7 一 3 
我 们 还 须 杂 7 是 到 纺 的 (六 是 由 X 已 ) 到 已 上 的 映像 )。 取 Oo SH 
而 兮 = { {1} x Theer, exe Bet NF(E), 


那 来 如 是 所 X) 的 一 个 痢 域 , 甘 且 FU) = 0,,, 从 而 了 是 连续 的 . 
定理 9。 具有 可 数 基 (也 就 是 说 , 权 数 等 雁 六 ,的 ) 的 (To) 型 0 条 
空间 必 同 胚 於 Cantor 三 进位 间断 统 (81 定义 10 下 的 例 ) 的 一 个 子 集 ， 
下。 在 定理 8 中 , 把 7 换 成 N{ 即 自然 数 至 体 )， 合 10njnew 内 示 
空间 的 一 个 基 , 其 中 0 是 饶 开 且 闭 集 ,六 共 每 个 点 x 《 忆 , 分 三 进位 小 
数 所 表示 的 下 烈 实数 与 它 相 
fr} = 0, dd ta, 


证 豪 
aa 一 212)》 (f(z) 是 侣 ,的 特 微 枚 数 )， 
这 榜 了 把 世 鼎 像 到 Cantor 三 滥 位 胆 断 统 刀 中， 的 一 状 一 性 由 越 的 
定 闵 及 互 的 ( 厂 ) 修 雌性 齐 一 假定 得 出 ， 
考察 DU, = {0, 2 加 2 Ti 一 0 或 3 
屠 末 10w} 是 六 2X) 在 总 中 的 基本 都 城 租 。 分 下 ; = 0 或 CO， 全 看 


5 竺 筷 2 或 0 决定 民 委 i 委 ?3)， 才 订 vr- mm 基 了 的 部 域 ， 而 


FV)CUs 反之 , AU,) = NV, = V， 因此 了 生子 都 是 违 村 的 ， 
El1 
改 


注 


定理 10. 篇 了 所 朱 空间 上 囊 .(< 《7 了 ) 的 积 空 阐 吾 = 了 eyB。 是 联通 
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的 ,必须 县 其 须 每 个 因子 空间 玉 . 是 联通 的 ， 
证 。 忆 要 部 分 由 定理 4 和 与 沦 定 访 5 让 接 推测。 现在 改 明 充分 性 . 
起 每 个 (+ 《了 ) 是 联通 空 肖 ,站 融 五 不 是 联通 的 ,由 定理 了 , 必 存 在 一 
价 由 五 到 归 = {0,1} 上 的 连 征 映 橡 了 。 合 上 < = (ao) 是 百 中 一 贴 ,而 
五 E7， 对 其 = (re)E 五 ,规定 
fetrr) = Fy), 


yo | ze 如 果 : 天 五 ， 
EE 天 果 < = 五 ， 
过 赚 反 是 由 Ex 到 互 中 的 过 蒜 映像 。 由 亦 Ex 的 联通 性 , fk(xk) 只 取 
常数 值 。 对 钛 一 切 YE 羽 w, 灰 fzg) 是 固定 的 ,迁就 是 说 ,如 果 yg 的 诸 
“坐标 "中 只 有 一 个 各 0 的 相应 坐标 不 同 , 那 末 f(y) = f(&)， 因 此 ,如 
时 9 的 坐标 中 只 有 有 窜 多 个 和 与 (4,) 的 相应 坐标 不 局 , 闭 未 f(y) = f(a) 
也 成 立 ， 但 取石 中 任意 点 的 任意 郑 域 ,过 痢 域 可 以 肯 作 入 。 形 的 ， 
[| 


其 中 除 有 家 多 个 站。 外, 其 它 雍 Vk 等 於 Ek, 因此 , Vk 3 tx 除 有 窗 
多 个 《了 外 成 立 ， 所 以 上 壕 的 诸 点 y ( 即 其 坐标 除 有 突 多 个 以 外 与 相 
寿 的 ws 相同 ) 在 巨 中 是 向 密 的 。 了 试 在 遂 笛 密集 上 是 常数 值 的 ,而 且 
是 连 炽 的 , 那 麻 在 整个 玉 上 是 常数 值 的 ,与 假定 相 背 ， 苹 完 ， 

定理 11， 裔 万 是 拓 措 闪 间 , 而 忆 表 示 互 中 点 此 的 相 联 瑚 保 , 十 末 
商 空 间 互 ! 民 是 至 断 的 ， 

害 . 设 4 是 巨 /RR 中 包含 至 少雨 点 的 阳 集 , 部 设 f 表示 由 巨 到 
EjR 上 的 典范 映 像 , 就 是 说 将 忆 中 每 个 元 映 成 售 它 的 联通 分 的 那个 如 
入 映像, 那 未 玉 A) 是 由 4 依 下 全 和 而 成 的 于 桌 , 六 目 至 少 含 南 个 联通 
分 ,所 以 它 不 是 联通 的 。 於是 存在 两 个 在 f(4) 中 于 的 (从 而 也是 厢 五 
中 于 的 ) 不 鹤 集 也 与 C, 使 

BNC =8. BUC-fA). 


天 4) 中 一 圳 在 凡 4) 中 的 联通 分 奥 它 在 巨 中 的 联 道 分 相同 ,而 忆 和 与 C 
斌 是 在 (4) 中 鳅 天 且 陆 的 ，B 各 C 必 是 依 RR 能 和 的 。 因此 1(B) 奥 


吉 


前 
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上 CC) 是 于 的 [83 定 闽 5 诗 2] 非 空 集 , 巧 且 
AHB)UFAC} = A, flBINfC} = $, 

从 琵 4 是 不 联通 的 。 定理 证 完 。 . 

定理 12. 在 祺 空间 = JLekB 中 ,一 点 :x = (zx) 的 联通 分 是 
得 点 诸 坐 标 在 各 相应 因子 空间 中 的 联通 分 的 积 集 ， 

证 .人 恢 定 理 0 及 定理 6, 诸 联 通 分 之 积 仍 是 联通 集 ， 设 妇 是 巨 中 
合 z 的 联通 全 , 那 末 " pre(4) 是 马 . 中 合 ze 的 联通 集 (定理 4)。 容易 
看 出 ， 


Ac lpr(ad), 
eal 


所 以 4 含 圾 诸 ze 的 联通 分 的 积 中 。 证 完 。 

定 蒜 7. 拓 朱 空间 巨 叶 作 局 部 联通 的 ， 是 指 巨 的 每 丹 有 一 组 由 联 
通 痢 域 形成 的 共 本 背 域 租 ， 

锐 1， 数 站 元 是 局 部 联通 的 。 

广 1 如 果 配 把 空间 中 每 灶 有 一 个 联 者 轩 城 ， 兹 未 一 定 它 就 是 局 
部 联通 的 ,所 以 联通 空间 未 必 是 局 部 联通 的 。 

倒 2. 在 数 平面 上 , 当 4 是 有 理 数 时 ,分 

So = {tr, T= 4,0<YyEl), 

而 当 4 是 扰 理 数 时 ， 
分 Sa = {(t, I) = 1, 10}; 


b= 【13。， 


gE 


那 末 巨 作 沪 琅 面 中 的 子 空间 是 联通 的 ,但 不 是 户 部 联通 的 
圭 2 局 部 联通 空间 也 未 必 是 联通 的 。 
入 3， 考察 上 占 集 
E=1—1,0TU]0,11, 
菲 把 巨 看 咸 忆 的 子 空间 , 弄 末 巨 是 局 部 联通 的 ,但 不 是 联通 的 ， 
定理 13. 篇 了 拓 搂 空间 马 是 局 部 联通 的 ,必须 且 只 须 每 个 不 空 半 


1)》 pre(44) 丰 条 集 4 在 因子 空间 五 中 的 控 影 ， 
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集中 的 联通 分 都 是 并 集 ， 

证 ，1) 充分 性 ， 如 果 休 件 满 是 , 弟 末 任意 一 点 x? 在 它 的 任意 肛 部 
城中 的 联通 分 就 是 zx 的 -一 个 联通 潮 域 ， 

2) 必要 性 .发 五 是 局 部 联通 空间 , 克 和 是 其 中 一 个 不 空 并 集 , 
是 4 中 一 个 联通 分 , * 是 吾 中 一 此 , 豆 设 下 是 合 於 4 中 的 z 的 一 侦 联 通 
剖 域 , 依 定理 6 下 广 2), VUB 是 售 在 和 4 中 的 联通 集 , 甘 且 包 含 了 ， 湖 
联通 分 的 定 闵 , 必 然 FUBCB, 从 而 VcB, 所 以 B 的 任意 一 点 2 是 它 
的 内 点 , 执 是 二 负 了 互 是 于 集 。 

诗 ， 困 此 ,站 依 定理 6, 一 局 部 联 授 空间 互 的 每 一 联通 分 是 五 中 阴 
外 县 阴 的 集 ， 

定理 14.。 篇 了 积 空 昌 户 = 了 ,oo 是 局 部 联通 的 , 必须 且 只 须 每 
和 看 因子 空间 是 局 部 联通 的 , 阔 且 其 中 至 多 除 有 宕 多 个 以 外 都 是 联通 的 . 

霜 ，1) 必要 性 ， 如 Vk 是 qx 《Bk 的 轩 域 , 集 下 = Pr x 了 cr， 
是 & = (ae) 的 淹 域 (对答 < 天 六 ,a 可 凡是 吾 , 的 任意 点 ), 五 有 是 局 
部 联通 空 肖 , 下 必 包 舍 4 的 一 个 联通 泌 域 ,而 症 沸 域 在 上 Ek 中 的 投影 就 
是 ox 在 Bk 中 的 一 个 含 在 Vr 中 的 联通 痢 域 。 樵 是 得 知 Bx 是 局 部 联 
通 的 。 双 过 个 a 在 吾 中 的 联通 独 域 必 包 含 82 定理 5 中 的 那 镍 沸 城 .所 
以 这 个 联通 部 域 在 除 至 多 有 帘 多 个 因子 空间 以 外 的 因 了 于 空间 上 的 投影 
就 是 过 个 因子 空间 本 上身, 从 而 焦 定 理 4, 除 有 窗 多 个 以 外 , 得 些 因 子 空 
沽 是 联通 的 ， 

2) 充分 性 ， 设 世 ,,,…, 召 ,, 是 不 联通 的 因子 空间 ( 依 假 定 ,%* 有 
密 ) ,让 设 


V=Vinx" xTFr,x HE 
zh 
起 二 (ZX) 在 如 中 的 一 个 痢 域 . 取 Uk, 是 xk, 的 一 个 含 在 Vw!l 之 
2) 中 的 联通 部 域 ,而 Ui 是 zi(1 壕 了 < %) 的 任意 联通 活 域 . 


分 五 一 {ei1, yy enl UU {RK, 0 En), 
末末 [lv.x I z. 
ter 上 


是 < 的 一 侦 售 在 FV 中 的 联通 痢 域 , 答 而 五 是 局 部 联通 的 。 
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在 馈 一 章 中 ,前 逐 砂 研 究 了 连 十 映像 的 性 置 ; 特 曙 是 由 一 个 拓 搂 空 
间 和 数 直 粮 中 的 过 芒 映像 一 一 叫 作 这 空间 上 的 连 精 画 数 一 一 在 研究 空 
交 的 拓 搂 性 泡 峙 起 着 特殊 重要 的 作用 .本章 着 重 讨 论 连 灶 病 数 及 联 带 
有 了 关 的 拓 乒 性 质 ， 

由 藤 企 星 直 纱 上 一 点 的 一 个 基本 痢 城 得 是 由 以 过 点 乱 中 心 的 天 医 
章 新 组 成 ,所 以 , 依 第 一 章 $2 定理 2, 乱 了 使 空 出 号 上 定义 的 画 数 是 过 
篇 的 ,必须 且 只 须 对 亦 每 个 点 2 五 和 每 个 预定 的 数 < 闭 0, 必 能 找到 
gf 在 五 中 一 个 闭 域 忆 , 使 

3) 一 AI< es。 

任意 到 一 拓 灵 空间 ,其 上 是 否 一 定 可 以 定义 韦 芒 函数 呢 ? 题 然 ,如 
果 定 闵 六 2) 振 at3E 瑟 ), wx< 玉 ， 那 未 是 违 男 数 , 和 从 而 放 些 “不 足 
道 ” 的 韦 炉 函数 磷 是 存在 的 . 则 题 在 於是 得 有 非常 数 的 圳 和 缠 画 数 存 在 . 
在 第 一 章 32 定义 1 下 例 3 中 全 举 出 通 一 个 室 间 , 在 其 上 只 有 常数 值 
画 数 是 圳 稿 的 . 

本 章 要 解 帮 下 列 问 题 :() 空 间 的 拓 摘 粘 构 要 请 足 什 么 样 的 休 件 十 
能 使 其 上 有 非常 戏 的 过 楼 画 数 ? 2) 什么 翌 的 拓 把 空间 上 有 足够 多 的 
连续 画 数 ,有 即 它 的 拓 搂 知 杰 可 以 完全 册 其 上 的 一 切 连 捉 丽 数 决 定 ? 第 
二 间 题 的 棱 礁 涵义 在 下 面 将 更 群 旨 的 说 明 , 除 比 之 外 ,还 村 研究 满 是 第 
二 章 题 中 的 全 件 的 空间 的 一 些 基本 性 览 ， 


$I， 画 数 分 离 性 


定 蒜 1. 拓 搂 空 册 五 中 两 帧 和, 时 作 画 数 分 元 的 ， 是 指 五 上 有 一 
连 入 函数 六 rz) 使 六 g) = 0, (9) = 工 五 中 雨 不 相交 和 集 44, 吾 钙 作 
曾 数 分 见 的 ,是 指 在 卢 上 有 有 一连 针 画 数 7(X), 使 
TEA=>F) 0, rEB—>fx) = 1, 
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诗 1， 定 闽 工 中 十 个 数 04 生 1 可 以 镍 成 任意 两 个 不 同 实数 、 王 不 
影 榴 所 定义 的 属性 ,事实 上 ,如 果 P(X) 是 一 过 和 续 配 数 ,在 上 和 与 处 取 
不 同 值 ,指示 


f(xr)y 一 PE) 一 PA) 
Fb) 一 Po) 

就 是 满足 定义 1 中 休 件 的 丽 数 ， 

. 广 2 对 检 一 个 拓 搂 空间 来 府 , 下 面 雨 个 性 质 是 等 全 的 : 

(i ) 空间 上 有 一 非常 数 的 连 禹 画 数 ; 

(ii) 宏章 中 浴 少 有 十 个 画 数 分 网 的 点 ， 

广 3. 如 果 拓 并 空间 是 非 联 通 的 ， 屠 末 议 蕉 雨 个 相 补 闭 集 的 点 必 
是 画 数 分 几 的 ， 震 维 (To) 型 空间 中 任意 雨 同 是 醒 数 分 离 的 ， 

广 4 第 一 章 8$2 定 义工 下 例 3 中 的 空 关 说 明 有 拓 炙 空间 存在 ,其 
中 任 益 南 个 点 都 不 是 函数 分 见 的 。 

广 5。 和 如果 在 拓 搂 空间 中 十 加 &，p 是 画 数 分 峻 的 , 那 未 过 雨点 必 
各 有 一 部 域 口 ,TV ,使 U 和 与 V 不 相交 ， 事实 上 ,如 六 是 定义 工 中 的 那个 
连 态 贾 数 , 依 第 一 章 和 2 定理 2， 
f(D)=U0, FOi, +ool)=r 
就 是 所 要 求 的 部 域 . 同 理 ,如 果 丙 集 是 画 数 分 论 的 , 那 未 它们 也 是 痢 域 
分 苑 的 , 换 句 话 议 , 它们 各 有 一 导 域 如 ,7 ,ny = $$ ({ 集 的 卷 域 是 指 
它 的 每 点 各 取 一 个 部 域 的 借 集 ). 

广 6， 在 定 闵 工 中 ,如 果 附 加 休 件 0 所 六 xi) 所 1zE 百 ), 章 不 疏 
克 所 定 闵 的 性 质 . 事实 上 ,如 果 f(x) 是 定 坟 中 的 画 数 .全 

PLT) = min (max(tf(z), 0), 1) 

就 是 所 要 求 的 画 数 ， 

定 蒜 2. 设 五 是 一 个 拓 朱 空 虹 ,考察 集 侦 ( 严 ,G) ,其 中 王 是 百 中 的 
闭 集 , G 是 B 中 的 开 集 ,六 且 GF， 设 荆 是 某 些 肖 样 的 集 得 类 成 的 
杂 , 夺 谓 王 是 密 的 ,是 指 对 共 任 意 俩 (下 , @)《 2, 必 存在 一 瑚 集 OcE， 


使 四 
OcG, ONF, (DJ)EDE， (可 ,G)EEZ. 
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空间 巨 中 一 牛首 榜 的 密 姐 中 作品 的 正则 性 粗 ,是 指 芝 是 最 大 的 密 粗 ， 
诗 1.。 任意 多 个 密 组 的 屏 仍 是 窗 组 . 设 巨 是 (7T1) 型 襟 间 , 奢 未 对 
苍 任 意 一 点 x， 


{orl, Ey, (E, E)) 
就 是 一 俩 密 粗 。 黎 而 半 共 任意 一 得 (ZT) 型 空间 , 最 大 密 息 ( 即 正则 性 
和 钥 ) 初 是 存在 的 {引用 Zorn 辅助 定理 ! ). 

诗 2 在 任意 拓 搂 空 湖 中 , {(E, Ey}, (区) ,1( 太 , 台 )) 都 
是 密 姐 , 听 作 不 足 道 密 粗 ,这 些 组 中 的 集 偶 时 作 示 是 道 情 ， 对 礁 菲 (TT) 
浒 空 细 ,可 能 除 不 足 六 的 窗 租 之 外 没有 其 它 密 租 .例如 , 髋 以 最 粗 拓 杰 
竺 构 的 任意 空 遇 ， 

定理 1。 篇 了 拓 杰 空间 5 .上 有 非常 数 的 连 积 了 落 数 存在 , 必须 二 只 
须 诞 空 提 有 一 个 密 粗 ， 而 证 密 条 至少 含 一 和 个 非 不 足 道 偶 {下 , G8)， 使 
F338, GE, 

雇 。1) 必要 糙 。 设 fw) 是 妃 上 一 个 非常 数 连 炉 画 数 , 依 定 六 1 
下 圭 5 手 妨 屋 六 ga) = 0, 7(0) = 1.0 所 f(x) 之 1(2€ 巴 ), 得 走 a,b5 
是 吾 中 某 责 个 点 ， 对 评 [0, 1] 中 的 任意 有 更 数 7, 命 

6G, = f([0, r[), 
百 末 
GG? 人 81,7,3 有理 1 
就 是 一 侦 密 租 ， 其 中 至 少 包 含 一 个 合乎 定理 中 所 说 民 件 的 非 不 足 汗 候 
(如 4， Gas). 

2) 充分 性 ， 改 定理 的 许 件 满足 , 薄 裔 ( 己 , G) 是 户 的 密 粗 台中 的 
一 个 悄 , 合 上 和 尖 有 ，G 天 五 分 人 一 如; 而 当 有 理 数 > 人 > 工时 . 兮 
2- = 一 五。 依 定 闵 2, 存 在 开 集 ,表示 底 Go, 使 

GCG, GDF, (FPG) EB, (Gy IEE. 
再 依 定 贸 2, 存 在 两 开 集 ,表示 成 G1, Gan 使 

GIA G1y, GF, (FP GET, (Gy, G0) € Bs 

Gan G,, Gan IF, (Go, CD) € To, (Gn, Ga) € To, 
恢 上 类推 , 可 以 使 对 雁 每 个 作 上 /2" (0 < 过 六 才 2" E 得 整数 ,1 党 任意 
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自然 数 ) 形状 的 有 渴 贱 ，Gxz 都 有 定义 , 焉 和 且 党 PD 与 4 是 刺 个 .上 泥 那 
样 的 有 理 数 且 D 了 之 4 有 时 ,必然 
GCGo, FcCG,. 


今 合 
六 入 
fr) = :in 和 = OE = 1,2,.., ze 


展示 六 z) 是 五 上 的 衫 值 画 数 , 间 及 0 近 jo)s 委 1， 而 当 26ER 时 ， 
Fiz) 一 0, 当 2E 杜 ,Frz)=1， 往 了 Fe) 小 樵 菜 有 理 数 7?( + 的 分 
好 篇 2 的 某 次 共 ), 必须 且 只 须 G.33, 而 篇 了 XE) 大 雁 某 个 如 上 的 有 
理 数 3, 必 须 且 只 须 召 ,3x4, 因 篇 

(XY) > 8 < 存在 如 上 的 有 理 数 &, 使 六 X) 汪 8 半 85 寺 > 

TE Gat DF,), 
因此 ， 
F 0]s, rE) = GNCGs (se < 六 

是 并 集 。 以 上 s, 7 是 任意 十 个 分 母 篇 2 的 某 交 办 的 分 数 , 而 因 刘 种 分 
数 在 [0,1] 中 是 铀 密 的 ,所 坊 一 芭 形 如 13, r[ 的 区 间 是 [0, 1] 的 一 个 
基 , 和 从 而 得 知 上 是 巡 和 纺 画 数 ， 霜 完 ， 

柔和 龟 了 本 搂 空 租 百 中 的 阴 集 下 是 再 上 某 正 精 责 数 了 的 过 是 集 
中 
加 = {Itif(2)} = 0, EE!)), 
必须 且 只 须 集 下 可 以 表示 成 可 数字 个 开 集 G。 的 变 (4 = 1,2,，…), 而 
每 个 伪 (下, G,.) 腾 蕉 空间 忆 的 一 向 密 粗 . 

证 .1) 充分 性 ， 设 玉江 足 定理 中 的 条件 : 


FF= 门 &,, 


= 
而 每 个 偶 (下 , Gn) 属 庆 已 的 密集 组 , 依 定理 1 的 表明 , 必 有 一 吾 上 的 堪 
秆 而 数 广 ,使 
LEF—>f(r) = 0, tr¢Gr—>f(x) = 1, 
OFA(a) lr EE). 
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售 
Ht) = BL, (1) 
n=1 
邢 末 ， 由 於 (1) 中 级 数 一 孩 收 笋 0，Fz) 是 电 上 的 速 炉 范 数 。 和 从 而 
X= 一切) 一 < 下 


2) 必要 性 。 设 有 如上 一 侦 过 往 丁 数 存在 ,使 
f(r) = 0<—> rEF, 


G.= 了 (一 工 ,寺中 ， 


他 


个 


填 末 Gu 是 合 下 的 朋 集 ,而 不 峻 着 出 , 门 G = 下 ， 


广 、 如 果 在 一 拓 搂 空间 中 ,任意 两 侦 不 同 占 是 函数 分 骨 的 ， 那 末 ， 
依 定 闵 工 下 赴 5, 它 必 是 (Ta) 型 的 。 反之 , (To) 型 空间 中 两 点 不 一 定 
是 西数 分 购 的 。 过 檬 的 例 鲁 由 疡 联 已 故 的 数学 家 下 C. Ypmcon 作 
出 ,由 瞧 通 礁 神 杂 , 全 于 不 去 转述 ,请 读者 窜 看 YPECOH 的 论 交 :Dber 
die Michtigkeit der zusammenhingenden Menpgen, Math. Ann. 
94 (1925), 362 一 295， 造 篇 著作 是 ypwcou 的 最 后 -篇 著作 ,是 浙 进 
前 三 天 才 完 成 的 (他 生 於 1898 年 2 月 3 日 , 座 认 1924 年 8 月 14 日 ,证 
第 交 章 是 在 1924 年 7 月 底 到 8 月 中 宫 的 ,完成 礁 8 月 11 日) 


$ 2， 《了 3) 分 肯 性 ,正则 空 阳 


由 31 末 的 诗 可 知 ,篇 了 在 一 拓 模 空间 上 建立 数学 分 析 , (73) 型 空 
关 仍 嫌 术 广泛 。 因 而 我 们 逐步 考虑 满足 其 它 分 购 性 的 拓 朱 空间， 

定 攻 1，(7T,) 型 拓 搂 实 间 如 时 作 正 出 的 或 (7s) 型 的 ,是 指 每 一 一 
集 和 4 与 每 一 不 含 在 各个 集中 的 点 z 可 以 轩 域 分 家 ,就 是 裔 ,存在 含 汪 的 
潮 集 0 及 Y 的 痢 域 了 ,使 On = 久 ， 道 种 分 见 性 叫 作 (Te) 分 记性 . 

圭 1， 由 定义 不 内 看 出 ,正则 空间 的 了 于 空间 仍 是 正 划 的 ， 

广 2， 既然 在 (IT) 型 空间 中 由 一 个 点 组 成 的 入 是 开化 , 正则 空间 

1)》 道 实数 学 分 析 中 一 个 束 知 的 定理 完全 一 样 地 障 明 , 答 而 卧 明 从 略 , 狂 葡 者 自己 确 足 。 
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必 基 (7,) 型 的 。 道 命题 不 成 立 ， 

外 1， 数 直 糖 是 正 草 空间, 

合 2。 秀 察 实 数 集 忆 中 的 用 区 间 [0, 1]. 关於 0 之 < 1, 分 t 的 
尘 域 等 於 数 下 糖 尽 的 子 空间 [0, 1] 中 的 轩 域 ,而 苦 於 上 ~ 0， 取 雍 集 
Er 二 ,于 0<z 宝 昌 作 它 的 痢 域 。 适 本 


3 
[9,1 成 篇 (7s) 型 塞 肌 万 ,但 它 不 是 正则 空间 事实 上 , j1, 去 ,二 
是 于 集 , 它 不 含 点 0, 但 它 奥 芝 个 荐 不 是 痢 域 分 能 的 ， 


定理 1， 湛 了 拓 杰 空间 是 正则 的 , 必须 生 只 须 它 是 (T1) 型 的 范 且 
其 中 每 点 的 并 沁 域 形成 过 个 朵 的 基本 郑 域 租 ， 

富 ， 显 然 , 炉 了 万 是 正则 空间 ,必须 且 只 须 革 检 每 点 x 及 命 + 的 每 
一 开 集 0. 必 有 的 一 个 部 域 下 及 含 在 0 中 的 一 个 阴 集 政 , 使 VcF， 
从 而 下 cRcO。 铀 完 ， 

广 。 在 定 闵 1 中 如 果 灵 去 《入 》 弄 的 根 定 ， 那 未 拓 楼 空间 不 必 是 
(7s) 型 的 ， 

例 . 设 只 合 三 个 元 , 莫 附 坟 最 粗 的 拓 拉 知 构 , 那 腊 这 个 空间 不 是 
(Ti) 型 的 ,但 定义 荆 中 所 述 的 分 此 性 休 件 却 不 足 道 地 满足 了 。 

定 蒜 2， 拓 朱 空 间 如 时 作 在 点 *(E 已) 处 正则 的 ,是 指 * 的 每 一 郑 
域 必 包 仿生 划 的 一 个 闭卷 域 ， 

广 。 依 各 定义 ,正则 空 肖 就 是 一 个 在 它 的 每 点 处 正则 的 〈 九 ) 型 空 
遇 。 

定理 2， 设 是 下 拓 搂 空间 万 中 一 个 向 密集 4 到 一 个 正 旭 安 沿 
吾 ; 中 的 映像 ， 蓝 敲 对 於 每 个 莱 ge 已 及 4 中 每 个 收 做 去 & 的 生 序 点 列 
本 lim Fa) 


存在 , 于 末 , 存在 一 个 由 已 到 Ei 中 的 连续 映像 严 , 吓 作 了 的 连 粮 廷 拓 ， 
使 XE 二 > 4%) = 8), 而 且 玉 是 一 意 砍 定 的 ， 
1 参看 Haraueo8 实 梳 逆 数 输 弟 二 章 4 定理 2。 
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兢 。 1) 首先 必 明 ,对 於 4 中 每 个 收 租 坪 a Ef) 的 年 序 点 列 (7e)， 


福 限 
lim f(xa) 
Ta 


一 意 存 在 ,也 就 是 这 ,各 极限 只 与 a4 有关， 而 与 刑 政 合共 4 的 生 序 点 列 
(Ya) 的 特殊 选择 无 中， 我 们 应 党 注意, 妈 中 每 个 收 但 秦 4 的 宇 序 ; 曲 列 
{rl 必 包 含 一 个 子 列 ixs ,使 {acz} 舱 依 包 合 关公 序 交 的 集 吕 (4) (点 
{的 卷 域 祖 ) 序 次 相 供 。 事实 上 , 内 须 某 郁 每 个 UE Ba) 以 及 每 们 mm， 
了 芭 一 Gr to), 慎 ov 这 on 且 er gu 就 够 了 。 由 训 za 一 Qta 六 如)， 
这 是 可 能 的 . 设 49y1 和 是 入 中 收获 才 的 另 一 生 序 点 列 , 取 {yy}， 即 
它 的 包 B(0) 序 奖 相位 的 一 个 兴 尾 子 列 。 有 将 {zal 机 yr01 合 提成 一 
个 守 序 昧 列 如 下 ; 雍 za 并 与 酷 方 。 间 的 序 次 天保 各 保 桂 不 多 , 而 党 
CT 时 (276EYka)) 把 wy 放 在 yrj 之 前 。 如此, 得 出 4 中 一 
个 咎 序 点 列 ;2p}, 芒 且 *p 一 &。 考察 千 序 点 列 ( 态 zf 和 。 恢 假定 ， 
lim f(gp) {set A) 


2 
存在 , 仿 裘 这 个 称 限 表示 成 5(D EECFaznr)) 恨 (frr)) 既 入 是 
(f(zg)) 的 子 列 , 恢 第 一 章 S1 定 理 1， 
fre) -> Do) 0. 
但 另 一 方面 ,(f(X40)) 是 (f(xa)) 的 子 列 , 所 以 
lim 站 wo) = lim f(xo}. 
同 理 
lim 不 sr) = 一 im fy), 
lim Fra) = b= lim fey, ). 


Ep EE 
2) 由 1 可知, 对 图 每 个 点 ZE 请， 
Flrylim Fw) 
-村 
是 一 意 决 定 的 ,和 从 而 F(z) 是 由 如 到 台中 的 一 个 映像 .特别 取 一 个 各 
项 等 於 周一 元 4 4 的 点 列 , 那 末 不 次 站 出 了 RX) 一 不 和 )， 所 以 五 (21) 


72 拓 拱 人 空 并 内 钥 
是 F(X) 在 EE 上 的 延 拓 。 现在 悦 朋 让 (Xx) 的 巡 塘 性 。 丛 wE 昌 ,而 Xo < 世 ， 
Xa 二 0, 莹 亮 (7。) 是 一 个 牛 序 点 列 。 取 (a) 的 任意 痢 域 印 ,, 依 已 的 
正则 性 ,可 取 严 @) 的 一 个 痢 域 Pi, 使 7C 全 ;， 取 4 中 舍 许 点 列 (y2)， 
使 
lim za = Xo, 
依 下 的 定 蒜 ， “ 
Ptr) = lim fo)， 
标号 偶 (c， 8) 租 戌 一 个 定向 咎 序 集 ( 生 麻 集 的 炽 集 ), 居 因此 (3 中 fa B) 
租 成 4 中 一 个 生 序 点 列 ， 取 a 的 痢 域 口 , 站 依 淹 域 定义 中 的 训 , 取 a 
的 湖 城 Ui， 使 ET 一 了 和 (7)， 鲍 然 ze > 4， 必 存 在 xz， 使 
> om 一 > XTo, 《Uo. 了 镍 是 交 , 的 畦 域 , 而 2- 人 > zo, 必 存 在 B24， 
使 > pp 一 > eD， 因此 , (yY') 有 一 子 列 (篇 简单 起 见 就 政 用 
(vy 六 ') 几 示 迁 个 子 列 ) ,其 极限 是 4， 首 样 , 则 
Nm, v2) = Pe), 
另 一 方面 , TV, 是 让 (6) 的 涯 域 , 必 存 在 a', PB', 使 
(a, BY > toe', PB ) > f(y ) € VW. 
双 因 和 :一生 而 64, 所 以 
lim FV = Fx,), 


因而 党 e > ce 时 , F(%,) < PcW， 国 篇 本 是 下 (4) 的 任意 阁 域 ,所 
芭 ’ 
lim F(z) = F(a). 

因而 下 的 蔬 粮 性 覆 有 明了。” 

3) 设 P(x) 也 是 了 的 一 个 满足 定理 中 条件 的 延 拓 ， 那 末 对 雁 
2 p(T) = HL) = F(T). rE 而 对 於 任意 zo€ 如 , 取 和 中 一 个 政策 
擒 生 的 点 列 (2), 那 末 由 共 2, 丘 的 连 米 性 ， 

PTXo) = lim {Xs) = lim P(e) = 下 (To) 

从 而 跌 的 一 意 性 趣 明 了 ， 

定理 3， 篇 了 入 空间 驯 = 也 .ez 召 . 是 正则 窑 间 ,必须 且 只 月 每 个 因 


第 一 章 ” 速 术 珊 数 与 全 正则 空 亲 ?3 


子 空 尚 五, 是 正则 的 ， 

是 .1) 设 五 = Jecer 吾 - 是 正则 空 凑 . 取 2 = (xX.》 的 任意 痢 域 
U=U,, x Tx., 五 ,和 那 末 2 必 有 一 个 畦 域 好 ,使 WcU. 由 第 一 章 
2 定理 5, 可 取 zx 的 轩 域 

1 € jem 


V= Vg XxX xX Vk, x [i 五 。， 
拉 野 下 
着 里 Vg; 是 sx 的 痢 域 ,而 下 忆 评 ,於是 FcU， 由 第 一 章 32 定理 8， 
必 有 一 个 标号 下 jj(1 之 了 之 N), 使 玉 ; = co 而 
Vr CU,, 


双 正 是 说 , 上,, 是 正则 的 , 

2) 充分 性 由 第 一 童 32 定理 5 容易 推出 . 

定理 4. 设 瑟 = 忆 x 加 是 拓 朱 空间 已 与 杞 的 积 空间 , 而 (6。) 
恰 (ya) 各 是 世 和 导 中 的 竺 序 点 刘 , 庄 设 f 是 由 如 到 正则 拓 朱 空间 可 
中 的 一 个 了 映像 分 

1》 lim 六 to Ye) 存在 ; 

2) 淹 奏 每 个 (固定 的 ) x & 区 ， lim 2 yg) = 二 om) 存在 , 竺 未 
lim g(xo) 存在 ,站 且 等 均 Lim fxs, VYp), 

证 . 分 

a = lim 六 Ya， Ye), 
取 & 的 任意 独 域 go， 人 恢 柚 的 正则 性 ， 可 以 取 e 的 劣 域 了 ,使 cz 
以 假定 可 以 到 (oo， Po) , 便 
ta, 月) > (a0, Bo) = (ro, Yap) EV. 
加 定 & > ao, 那 来 
lim f(x, yp) = g(xa) EP. 


因此 
a wo—>g( ra) EVeD, 


U 既 是 4 的 任意 痢 域 ,由 此 可 知 Tim 9(x。) 存在 , 涉 昌 等 从 4. 葵 完 。 
全 在 数学 分 析 中 ,考察 锋 重 数列 


(Uma) (MM, N= 1,2,.). 


设 , 
lim zw 一 多 
存在 , 兹 设 圣 葵 每 个 记 ， 
lim Hs 一 Db 
存在 , 那 来 
Jim 疡 ， 


存在 , 间 且 演 个 概 限 等 办 2 。 过 是 数 音 分 析 中 的 融 知 千 来 . 

广 1， 正 天 空间 较 (72) 型 窜 间 的 分 欢 性 更 强 . 但 {比较 本 章 & 1 
来 的 ypaeot 例 ) 正则 空前 之 上 是 天 一 定 有 非常 数 到 糖 画 数 存在 呢 ? 
这 问题 已 经 省 定 地 解决 了 .IT 可 .PayxBarsp 在 1945 年 ? 发 涛 了 一 
个 例 , 吝 出 一 个 正则 空 浊 ,其 上 每 个 建 炉 画 数 都 是 常数 值 的 。 和 过 惠 丰 详 
i 

诗 2。 反 之 , 设 在 拓 朱 空间 厂 中 , 任意 十 个 册 是 而 赖 分离 的 , 弄 林 
它 基 再 一 定 是 下 出 宏 同 呢 ? 下 面 的 例 广 表 其 答案 也 是 击 定 的 ， 

负 。 在 定 闵 1 下 例 2 的 空 曙 中 , f(+) 三 x (ww EF0, 1]) 是 上 时 五 到 
驭 直线 五 中 的 连续 揣 像 ,因而 吾 的 任 总 两 点 是 本 数 分 能 的 .、 焊 问 泵 是 
正 著 空 剖 ， 

因此 ， 香 了 在 一 个 拓 所 空间 上 建立 数学 分 析 , 也 就 是 柄 ,篇 了 它 上 
刹 能 够 有 “足够 多 ”的 连 秆 丽 数 ,我 们 还 需 进 一 步 考 察 加 雍 演 空间 之 上 
的 人 条件。 


3 3。 全 正 肥 空间 


狼 炉 上 和 世 的 车 察 ,我 们 还 材 章 ,所 谓 一 个 拓 朱 空间 上 有 足够 允 的 到 
炽 画 数 , 证 究 蔓 是 生计 意 思 呢 ? 是 和 示 任 音 两 点 必然 画 数 分 印 就 能 霄 过 
秆 一 要求 呢 ? 由 於 我 从 的 目的 是 研究 拓 炎 精 构 ,所 谓 “ 有 足够 多 的 违 业 
图 数 ” ,是 指 过 些 连 生 画 数 中 以 决定 空间 的 拓 搂 车 的 ,更 夏 切 地 迟 ,得 意 
味 着 如 于 的 命题: 屋 {fc1 .er 表示 拓 畔 空 沿 召 上 的 过 稿 谢 数 全体 , 拖 末 
策 耳 召 中 牛 序 点 列 《xa) (a 《 4) 收 化 喜 是 各， 必须 上 且 只 须 对 亦 每 个 


1) Yucnne auncKy MTY, MaTemATHKSA, TOM 4, 
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:€l, 
FA) 一 > felt). 

好 杂 一 个 空间 上 没有 非常 数 侍 的 连 种 图 数 ， 那 末 上 壕 人 条 件 自然 不 舱 成 
让 ，。 得 即 使 空间 上 有 依 某 种 意义 下 非常 多 的 非常 数值 违 矿 责 数 ,过 一 
修 伯 出 未 必 往 足 ， 

$2 定义 1 下 例 2 中 的 拓 拉 空间 百 ， 不 难看 出 ,每 个 平常 
数 家 线 的 三 肖 [0, 1] 上 的 任意 连 狠 男 数 必 是 上 的 连 秆 枚 数 , 从 而 吾 
的 尾 意 册 赠 是 图 数 分 雍 的 ， 注 音 味 着 巨 上 有 依 一 定 意义 下 足够 多 的 过 
种 西数 , 亿 忆 上 尝 鲁 除数 的 全 体 冰 不 足以 天 定 巨 的 杨 拉 类 构 , 例如 ,在 


5 中 到 不 收 繁 余 0, 但 对 於 过 空间 上 的 任意 速 症 画 数 上 


(人 二 本 限定 1(0)。 事实 上 , f 既是 连 芒 本 数 , 尘 代 每 个 正 
, e ,可 以 取 尼 名 小 的 数 8 使 
DL f(0)| 之 地 
又 到 D> 地, 站 取 51 沁 0, 使 
ee 


合 余 以 上 两 个 不等式 ,可 知 当 9 > 二 时 , 取 一 个 ,使 x 天 上 (n=l， 
2, "ry), 且 
ET E66INT Lo, rer 
六 pb | 
骨 末 
! 1 | i ! 
| f (5 ) 一 六 0 | 天 i (3) 一- Fk) i + Ht) A 
於是 得 竹 三) -> f0). 


下 才 首先 属 明 另外 内 个 条件 与 上述 厅 一 条 件 ( 即 有 是 够 多 的 连 粳 
画 数 ) 等 侍 . 


76 匠 搓 守则 要 洽 


定理 1， 对 苏 一 个 (ZT) 型 拓 搂 空间 已 , 下面 夫人 个 信件 是 等 候 的 : 

1"， 豆 上 有 是 够 多 的 连 秽 画 数 ， 和 更 俯 切 地 如 ， 篇 了 殖 中 千 床 点 列 
(Za)aes 收 黎 堆 点 ,必须 且 只 天 对 雁 玉 上 每 个 有 界 巡 转 团 数 了 , 

Ht) — Fo0): 

2”. 五 中 任意 一 点 与 任意 一 个 不 含 和 证 同 的 于 集 基 画 数 分 色 的 ， 换 
人 话说 ,网 圾 任意 一 点 we 及 和 的 任 一 痢 姊 Y , 必 存 在 吾 上 的 -一 柯 漳 
粮 丽 数 广 使 过 产 zsTYEE), 芝 贡 

fw) 一 0， ¢P=> 7) = 1; 
3°、 设 1 表示 马上 连 粮 两 数 的 多 苯 , 那 末 
{ftle, Blje, BER, cA BFEi 

二 五 的 基 ; 

4 ， 澳 礁 每 一 点 < 瑟 斑 尺 的 每 一 灶 域 了 (xzo 下 ) 属於 五 的 一 
个 密 组 ‘tO. CaHpaos it ; 

8B- 瑟 同 豚 图 数 址 芒 的 子 空 前 [0, 1] 的 某 一 宫 ( 芭 er 5,, S, = 
二 只, 1) 的 一 蛋子 室 间 ， 

证 .我 们 蕉 有 明 1" 一 >3 一 2° 一 >3° 一 42 一 >1， 

1) 设 (70) 型 空 簿 五 广 足 休 件 1°, 壮 设 和 是 忆 上 一 切 在 [0, 1 中 
取 秆 的 过 和 炉 画 数 人 全体， 对 堆 五 上 任意 有 界 建 业 画 数 2 如果 p(w) 不 是 
常数 ,分 


sup (x) = b, inf pr) = a, 
A EE 


蕴 末 


而 且 对 雁 巨 中 柱 意 一 个 企 序 点 列 (xo)oes 及 点 2o6 五， 
FX) 一 fl x) > P(r) pro). 
因此 ,术语 , 替 了 XY。 一式, 必须 且 只 短 灶 座 每 个 } E 和 ,了 XY) 一 > x0)， 
售 分 
wr = ef (XE), 


1) CwHpHoB 的 原来 社 果 是 路 ，(co PY》 忆 菇 巨 的 正 旭 性 粗 、 七 请 纤 他 泉 司 关 指 出 密 
粗 节 征 大 性 是 用 不 到 船 . 
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帅 末 芋 是 让 五 到 移 窗 闻 
用 Sj (Sj = [0, 1] ,对 藉 每 个 六 <i) 
fo 
中 的 映像 ,这 豪 [9, 1] 是 看 作 数 讶 钱 的 子 襟 间 。 由 圾 五 是 ( 厂 ) 型 的 ， 
恢 第 一 章 33 定理 1, 如 果 z#,Y 是 吾 中 十 个 不 同 点 ,可 以 起 几 有 一 收 敏 
圾 芋 的 字 序 岩 列 (Ye)seas, 而 (ao) 不 收 匮 认 y. 恢 1°, 半 挫 每 个 了 &f,， 
Fre) FY), 


但 存在 疡 6 和 ,使 
六 (ze) BD fo ), 
从 而 所 (x) 天 所 (y)， 因 篇 Sr 是 (5) 型 空间 ,过 就 是 说 , 上 是 由 巨 到 
TLyei, Sj 中 的 一 科 一 映像 。 由 1° 及 第 一 章 $2 定理 7, 水 与 首都 是 溃 
藉 的 ,从 而 峭 是 周 胚 映像 ， 夫 是 征明 了 1° 一 >5°， 
2) 识 (70) 襟 出 EE 满足 5°。 了 到 巨 中 一 点 m6 及 zo 的 一 个 郑 域 , 依 

[0, 1] 的 拓 楼 铬 构 及 回 和 车 画 数 的 性 质 , 如 果 ET 

[Pr 一 六 ro)|< et 
是 和 的 一 个 郑 域 . 恢 第 一 章 $2 定理 5 及 5, 可 知 存在 有 罕 多 个 画 数 
广 . ,六 E 和 ,使 

| 站 (一 六 (zs (lLR)—> EY, 

过 就 是 贬 , 如 果 2&tT, 必 存在 一 整数 天 ,使 1 所 二 ,而 

[fF 一 不 (oo | 8, 


P(x) = min( 二 |(z) 一 六 (zol1)， 
号 
小 合 


Fw) = ,Pax {Pe}), 
邢 未 f(2) 是 五 上 一 个 束 芒 画 数 ,下 且 0< 袜 2) < 扫 区 2E) Fv)=0， 
zx 下 一 人 内 2) 一 1。， 认 是 悔 有 明了 5 二 >2?， 
3) 设 (7o) 型 空间 五 漠 足 2 。 考察 苯 明 1) 中 所 及 的 如 上 连 种 本 
数 梭 生 ， 革 堆 得 个 和 《及 的 每 个 痢 域 让 ,存在 思 & 和 ,使 
Toro) = 0, we# 丰 一 盖 方 (7) 一 工 ， 


?8 拓 接 定 间 混 论 


於是 8° 得 杂 . 
4) 设 (Zu) 型 空间 马 满 足 休 件 3。 取 zo《 瑟 及 zx 的 一 个 开卷 域 
V, 依 3°, 上 必 有 一 过 粮 画 数 了 , 莫 存 在 实数 a, 8 (使 0 < 之), 使 
zo F(a, BL EV. 
如 果 z，2《 百 , 而 42 闫 9, 那 来 由 抢 电 是 (To) 型 空间 ,无 妨 设 + 有 一 凑 
使 7 之 6, 正和 朋 
z€ 万 (]r, DEV, 


二 8 或 者 (之 7. 


而 


症 样 ， _， _， 
W=f0 m0,70DU A (6, cef) 

是 5 的 卷 域 ,而 于 34, 剖 是 得 证 如 是 (T1) 型 空间 , 和 从 而 1xo} 是 阴 集 ， 
恢 31l 定 闵 2 下 的 赵 1,({x0o} ,TT) 启 认 一 个 窗 租 . 众 蚌 体 肯 了 3° 一 > 4°. 

5) 设 C70) 型 室 湖 至 王 足 4 ， 我 们 全 有明 ,如果 秆 序 点 列 (xzoy 不 收 
做 基 mm, 册 未 必 存 在 召 上 过 车 画 数 f, 使 凡 zo) 不 收 笋 谎 f(xo)， 事实 
上 , 弃 然 (Xo) 不 收 敏 图 oo wo 必 有 一 痢 域 六, 使 对 并 每 个 ao, 必 有 一 
oa > vo, 使 

zu 人 

证 样 的 (x6) 是 (za) 的 一 个 共 悍 子 列 。 依 假 定 4° 及 31 中 定理 1 的 
座 明 2), 名 上 有 连 秆 画 数 六 zz) ,使 

Fi) =0, XVo>fx) =1, OF El (rE). 
因此 大 sw) 都 等 蕉 1, 示 可 能 收 繁 於 大 mm) = 0, 和 检 而 数列 (f(x6)) 也 
不 可 能 收 伍 均 六 20)， 谎 是 得 广 4? 一 > 1°. 

定 蒜 1， (To) 型 空间 叫 作 全 正则 空间 ， 是 指 它 满足 定理 工 中 的 休 
件 (1° 或 任意 熏 它 等 价 的 2°, 3°, 4°, 5°). 

广 1。 正则 实 间 不 必 是 全 正则 的 ( 见 82 定理 4 下 广 1)。 但 公正 
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划 宏 因 必 是 正 肛 的 ,从 而 是 (ZT0) 型 及 (72) 弄 的 . 

广 2. 不 难看 出 , 圣 正 则 容 间 的 子 宏 得 必 仍 基 全 正 风 的 

诗 3， 华 正副 空间 首先 是 由 苏联 数学 家 A, 了 ，TIIXOHDB 所 山菜 
‘(Math. Ann. 102 (1929) ，544 一 561), 央 此 也 峙 作 THXDHOo8 窒 
沿 ， 

广 4。 在 定理 1 中 证 明了 全 正则 鹤 章 必 是 [9,1] 的 上 时 司空 润 
ILe S, 的 子 空间 ,现在 光 察 一 下 了 的 敌 小 可 能 权 7。 依 侈 朋 中 的 1)， 
7 取 灾 成 是 以 决定 a 所 ， 焦 定 芋 了 
的 改 朋 不 座 看 出 可 以 取 ?t 等 礁 吾 的 权 数 ( 针 一 章 $4)。 因 北 , 依 定 再 : 工 
之 5°, 权 数 不 超 通 > 的 全 则 全 加 所 入 县 的 空间 类 中 的 太 室 间 就 基 
数 直 起 上 人 卫 间 [0, 1] 的 7 囚 顷 。 对 个 丫 果 也 是 THXDHO8 的 (网 前 引 
的 论文 )， 


s4 正规 空间 


全 正则 空间 比 任意 雨中 必 函数 分 见 的 空 出 在 画 数 分 元 性 上 尼 加 强 
了 一 步 ,正如 正则 空间 比 (了 5) 型 空间 在 痢 域 分 区 性 上 叉 加 强 丁 一 步 一 
榜 ， 即 把 一 蜗 伍 一 下 含 得 点 的 闭 集 的 分 风 代 蔡 了 十 个 不 同 是 的 区 印 ， 
很 自然 地 订 避 提出 问题 ， 基 符 可 以 更 淮 一 步 若 则 任 意 南 不 相交 并 人 的 
分 见 性 昵 ?” 有 奸 的 基 任 总 丽 不 相交 团 集 的 剖 域 分 能 性 澳 任 意 南 不 相交 
阴 集 的 画 数 分 此 性 ,对 谎 (Tj 型 谤 删 来 汶 是 等 储 的 。 和 引 半 我们 去 担 
出 下 到 定义 . 

定 藉 1 一 -个 (7) 型 大 机 包 作 正规 窑 虽 或 (人 ?型 空间 ,是 指 其 中 
任 音 雨 个 不 相交 内 音 是 独 域 修 底 的 , 即 如 音 刀 , 上 BB 是 其 中 两 栏 不 相交 | 明 
集 , 攻 末 敢 存 在 开 集 Gil Ca, 使 

GA, GHB, EE GNG = $9. 

诗 。 正规 安 峙 用 是 《7 型 前， 市 一 个 此 家 成 的 集 是 肝 集 ， 从而 依 
全 3 定 至 1 的 4 ,正规 窗 则 必 是 全 正则 的 ,和 从 而 是 正 旭 的 ,(72) 型 的 , 罕 
等 . 组 全 正 划 空 铀 不必 是 正规 的 ,请 泪 下 面 的 例 2. 

向 1。 数 直 米 是 正规 空间 .， 


8&0 大 搂 笃 并 概 三 


伺 2， 设 巨 是 由 舵 坐标 从 非 外 的 实数 全 (XY， jy so) 所 租 成 ， 它 

的 拓 把 辕 构 规 定 如 下 :如 果 之 0, 规定 (2,4) 的 痢 域 与 在 数 平 面 所 
中 一 嫌 ; 如 果 Y = 0, 取 合 和 轴 在 是 (4 ,0) 床 相 切 的 语 扰 局 界 轩 (但 算 
上 点 (x,0) 自已 ) 作 (x,0) 的 基本 淹 域 租 . 水 风 及 朋 这样 定义 的 空 靳 
五 是 (了 0) 型 拓 杰 空间 ,得 空 浊 是 全 


十、 正则 的 ， 往 此 ,只 须 十 明 $3 定理 1 
pe ~ 中 的 条件 2*。 如 果 所 考察 的 点 不 
A | 在 轴 上 , 3° 中 所 杰 求 的 丽 数 的 存 
(，, 机 在 不 内 看 出 ， 现 在 考察 在 z 轴 上 的 
点 已 = (zx,0), 取 它 的 一 个 巍 域 V， 
i ;/ 使 是 在 P 点 奥 + 轴 相 切 的 戎 . 兮 


A PQ 是 增 的 站 笃 , 而 在 PQ 上 定 
散 连 粮 画 数 f(:) 是 厅 性 的 ， 丝 且 
FP) = 0, 六 Q@) = 1 在 每 个 舍 在 了 中 注 驱 轴 在 目 己 相 切 的 同上 ， 
全 六 2) 皮 常 数值 ， 三 让 的 外 部 全 2) = 1, 那 未 天 2) 是 一 个 满足 3 
定理 1 人 条件 3° 的 要 求 的 画 数 ,从 而 召 是 全 正则 的 . 
百 不 是 正 现 空间 . 事实 上 , 届 和 4 是 4 轴 上 一 切 有 理 数 点 所 粗 威 的 
集 , 而 8B 是 x* 轴 上 一 切 揪 理 数 晾 所 租 成 的 集 ,， 填 末 不 共 看 出 熏 , 吕 是 召 
中 不 相 变 闭 集 ,但 4, BB 不 可 能 痢 域 分 肉 ， 
定理 1 (yppcoa)， 圳 了 一 个 (0) 珊 拓 0 撞 空 间 石 是 正规 的 , 必 有 级 
且 只 斋 下 列 庄 人 条件 中 的 任意 一 个 注 足 : 
1*， 证 空竹 存在 一 个 害 组 , 它 由 一 切 可 能 的 集 候 
(让, G)， (GF, 下 是 朋 集 , 8 是 并 集 ) 
组 成 【OO，CMipHos)2; 
22。 五 中 任意 两 个 不 相交 于 集 4, B 是 丽 数 小 风 的 , 换 和 急 语 说 ,在 
在 巨 上 一 个 连 积 机 数 六 +), 使 本 语 上 0 三 ER) 过 荆 而 
tf A= 0 rE Bfr*)= 1, 


1) 佑 前 ]laranoot 息 楼 闸 数 芥 第 二 章 34 害 理 2， 
2) 用 九 各 代 党 正则 性 租 , 是 由 脱 几 和 泉 同 志 指 由 的 ， 
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注 . 革 失 一 个 拓 并 衬 昌 六 流 ， 下 面 雨 司 属 性 , 即 

(a) 任意 南 帖 必 痢 域 分 见 ( 有 即 (7T,) 型 分 玄 性 ); 

(b) 任意 十 冲 必 国 数 分 座 
莫 不 是 等 伐 的 。 但 由本 定 屠 可 知 ,如 果 把 上 上 徇 的 两 合 题 中 "点 * 字 换 成 
“用 集 ”, 那 来 对 认 (TD 型 塞 间 求 府 , 两 命题 却 是 等 价 的 . 

是 .我 们 各 明正 下 性 = 1? 一 >22 -> 正规 性 。 

1) 设 五 是 下 规 襟 间 . 人 六 是 万 中 的 并 集 ,G 是 合 严 的 并 能 .用 末 
8 三 CG 是 句 矿 不 相交 的 即 集 .而 依 定义 1, 必 存在 并 集 上 .TT ,局 

. UoF, VoB, UNV = 9. 
这 棕 CY 是 阴 集 , 包含 避 , 从 而 CCFCCB = GG。 所 以 一 切 集合 
(五 . G) (下 是 信 集 ,G 是 开 集 , Go 站) 烛 戌 五 中 一 个 密 租 (从 而 浓 是 让 
则 性 禄 ; 因 乱 它 已 是 最 大 的 丁 )， 

2)》 设 五 是 满足 休 件 1 的 (Ty) 型 空 得 , 菲 设 44, 请 是 如 中 两 侧 不 
相交 闭 集 , 取 U1 = CB, 那 末 0, 是 命 妇 4 的 并 集 . 依 条 件 1 及 831 定康 
2， 必 存在 -个 开 集 Uo, 使 4cUecDUcB。 设 对 从 任意 二 进 分 数 
让 中考 27) 已 定义 了 开 集 Www 使 

DEC (0 之 让 之 27--1), 
到 任意 一 个 二 进 分 数 二 =00 之 下 和 2" 一 1)， 人 恢 休 件 1° 及 1 
邯 2, 必 存在 天 焦 0 全 
Um COCOCU tr, 
邻 把 口 朝 示 成 日 wptoy2+t', 援 是 对 雁 每 个 二 淮 分 数 7E [0,1], 定 绪 本 一 
个 明 集 VU;, 使 


AcUo, BCCU; 
党 了 与 所 是 10,1] 中 南 个 二 进 分 数 泪 旦 了 迫 7 上 时， 
UU,, 
加 果 t 是 和 ,11 中 的 任意 实数 ,规定 
二 【jj UT 表示 二 人 进 分 数 ); 


了 二 二 


8 折 接 窗 半 要 蜀 


世 [ 聚 二 本 身 是 一 淮 和 分数， 婴 末 这 匀 的 规定 错 以 前 的 侵 进 相 符 ; 如 果 
0 ti< tl 二 纪 地 是 实数 ， 用 林 必 存在 二 得分 昭 ,7 ， 使 
tr 
UcU,cU,cU,.. 
谍 丰 双 蕉 得: 一 在 9 性 1 之 天 的 实数 t 定义 本 一 个 并 集 如 ,, 满 是 
De 
我 们 定 闵 一 个 加 数 g(7) 如 下 : 
如 果 YEB， 人 全 08) 一 工 ; 
好 虹 BB，， 人 9 = inf (tw € UL}, 
不 寻 看 出 ,对 巩 一 切 mf 瑟 ,0 1 ,党 x 时, 9(w) =0., 我 
个 将 司 明 只 yy) 是 连 圳 的 . 事 祖 上 , 针 扒 加 E 百 ,合作 To = 94, 那 林 
vy EUs 0 ~- 40) | < €, 
i 而 UN 是 mm 的 滥 域 {注意 ,当世 >} 只 取 Uor = 上; 
“nn 到 Uo 二 刍 )。 怜 且 休 件 2 满足 7. 
) 识 二 是 满足 休 件 2° 的 (7 型 空间 . 屋 4 绍 吕 是 吾 中 十 个 不 相 
二 生 各 入 六 是 2 中 所 襄 的 连 种 而 数 . 申 来 
-1 1 ~ 1 ， 
7 二 中-G 三 了 (1) =-G 
是 尔 个 不 相交 闻 集 , 卫 G >4 ,Ge 二 呈正 坤 性 吉明 了 ， 
定理 24Ypbicoi。 乱 了 (TD 型 空间 三 是 正规 总 时 ,必须 县 只: 页 全 
列 休 件 潇 是 : 对 惟 任 芋 阴 集 4 及 任意 定 雯 在 上 的 违 入 画 数 7) 
《二 能 了 到 有 第 得 或 皇 罕 笛 六 , 必 存 在 一 个 五 上 的 (在 窗 值 或 插入 利 ) 汪 粹 
画 数 Y (是 作 F 在 侍 宗 间 上 的 延 折 ) ,使 工 E 利 = 人 六 了 ) 人) 
广 1, 证 定理 首先 基 由 【I. C. yppeo 对 有 界 连 炉 画 数 的 情形 侠 
了 的 [Miat、 Ann. 9d4(1925)，262 一 295] ,其 熏 由 H. B. Beneal:cor 
推广 到 一 般 ( 不 必 有 界 ? 的 连 先 画 数 的 情形 中 去 (1938 ) 。 
广 2. 院 然 于 子 罕 竺 中 的 图 焦 岂 征 原 之 间 中 的 于 集 , 依 定 理 2, 下 
者 空间 中 的 阴 子 # 窟 章 必 臣 -和正 卉 空山 。 


1) 像 在 下 学 家 相 数 尖 数 说 一 让 -各 了 入 散 酉 数 可 刁 取 租 曙 秆 土 a0, 后 关 谎 士 co 的 逐 
算 , 也 作 吉 -+ : 常 的 规定 、 
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证 .1) 设 轧 是 满 是 定理 中 休 件 的 (了 ) 型 兴 间 , 设 B B,C 0 是 不 相安 
协 集 . 命 


_] 0 析 兴 ww &€B， 

A) ~ 11 如 里 eeC， 
那 未 F(X) 是 定义 在 五 中 于 集 和 三 有 uC .上 的 洒 炽 落 数 , 丽 巾 定 班 中 
的 条件, 天 2) 可 以 延 拓 划 全 空山 五 上 兴 而 上 成志 忆 上 的 湛 态 本 数 9(2)， 


今 


的 (一 Mintinaxt gtr’), 0), 1), 
填 末 (xX) 就 是 满足 定理 1 中 修 件 2° 的 巡 炉 画 数 ， 从 而 加 是 正规 窒 
峡 ，。 
3) 议 召 大 正规 窗 鸯 ， 出 基 [一 se， 十 co] 所 [一 1，+ 1] 是 出 
村 的 ,我 们 优 站 设 和 上 的 巡 粮 丙 数 愉 在 {一 1, 1] 中 取 值 
首先 ,我 们 注意 , 设 是 由 和 4 到 [ 一 1,1] 中 的 一 个 违 荐 喘 像 , 必 痛 


一 个 由 如 到 | 一 去 ,二 | 中 的 连 古 吹 像 ,使 对 论 经 个 6e 4， 
| 让 (各 一 v(x) 二 

事 突 上 , 命 

H = a( 1, DnA. EK- 妈 ([ 总 ， 1])na4 
鄂 示 玉 坑 到 是 和 中 的 阴 集 ,从 而 也 是 玉 中 的 并 集 , 泪 且 刀 RK 一 区 局 
定理 1 的 28 及 1 定 闵 工 下 吐 |, 必 有 一 个 由 刀 到 | 一 十, 十 | 中 的 
速 奈 了 喘 像 w, 使 

EH—>v(r) = 一 总 ， 世 区 下 一 >>24) 一 


过 和 必 *%(2#) 正 是 我 们 所 要 求 的 丽 数 . . 
现在 在 吾 上 定义 一 囊 违 粮 画 数 wz) 如 下 : 设 了 w) 这 生理 曙 红 


中 所 说 的 种 个 连 冲 面 数 ， 合 4 = f, 普 依 上 迹 作 一 个 由 忆 到 | 一 二 了 了] 
中 的 连续 映像 go, 使 


|= 


si 扩 提 答 用 概论 


TE 和 站 二 > [f(x) 一 go x)| 过 之 . 


号 


中 的 速 糖 映像 ,全 
ee 4 ol (2) 
个 


二 1 
WC) = (5) {fir) 一 ga}, 


尿 未 依 上 述 ,可 作 一 个 儿 区 到 


Ou Dl 
| - Bar S| 
中 的 连 粹 映像 高 ,+1, 使 
| | 叶 十 小 
EA I) | (5) ， 
全 gruntl 一 fn 十 Ra 扑 是 在 五 上， 
-3 


(| 上 一 () . 


二 慷 , 得 到 一 串 连 炽 融 数 5 .而 对 诬 径 个 《上 
Dn+t 5 2 


Hi p= [0 一 | Ep 2 () =. (3) , 


由 此 可 知 ， 当 固定 立时 、(9r(X)) 是 一 个 茶 本 数列 和 链 而 收 伍 扑 
[ 一 二. 1] 中 的 一 个 数 , 正 示 辜 00r)。 作 4 上， Fe) -oa 阮 然 趋 
类 0, 0Xw) 县 入 光 ) 的 延 招 : 即 
TE 
最 德 ,应 种 朋 g(x) 是 连 炉 肌 像 ， 股 6 开 , 恢 上 通车 试 每 个 上 人 0, 仔 
在 自然 数 16, 使 对 而 每 个 &E 六 . 
R91 之 二 


Ew 
全 谎 一 co, 那 末 针 起 每 个 YE 五， 


A LS 3 


TE EE 
60 戏 已 央 定 ,个 下 表示 的 痢 域 ,使 
YEV >I | 


因此 , 旭 果 2 下 ,部 末 

9 一 yea) | Fo) — gt 2 )| + 

+ I g(t) | Ee. 

从 币 {XX) 的 韦 炉 性 证 明了 ， 

柔 ， 如 果 在 定理 中 ffz) 是 有 明 的 连结 醒 数 , 悦 林 9(0z) 也 可 避 报 
成 有 帘 值 的 . 

请 。1) 首先 设 让 有 上 所) 党 , 恢 < 宝 理 2, 必 有 一 个 召 上 的 溃 粮 
国 数 (57, 三 上 .二 ce] 中 到 值 ,而 且 

XE A>N) = fr), 


全 日 二 (1 + 00})， 堵 末 电 是 阴 集 . 东 锡 和 44 不 相交 。 定义 国 数 族 加 ! 


[3 
人 
Le 


如 果 XE 有 (2 = FY), 
时 WEB, hiry = 0, 
于 未 ia 是 定义 在 团 集 过 UB 上 的 违 炉 画 数 . 惟 y() 是 站 (8) 在 全 
空间 上 的 违 糊 延 招 ( 焦 定理 二 . 间 一 函数 是 存在 的 1)， 我 俏 扰 站 总 04.(7) 
在 [0,， 十 223] 中 到 和 值 , 因 需 必 要 时 可 以 用 
max (of 0) 
代替 9(2), 于 未 
“ a) = min( (2), got)) 
就 是 所 求 的 画 数 。 
2) 在 一 般 情 形 下 , 分 
fry = MAKCF(CT), 0 全 max(t — F(t), 0), 
丑 示 人 ,ff- 宪 基 器 . 上 的 非 负 值 问 征 画 数 .。 依 1), 可 以 作出 并 , 广 在 
五 上 的 赴 糖 延 拓 六 9, 使 它们 者 是 只 下 非 久 有 罕 秆 的 。 诞 样 g(x1 = 
二 WV) 一 0) 就 是 站 xz) 二 (7) 一 了 (Xx) 的 有 案 秆 连 粮 延 拓 ， 


诗 。 巾 秦 ] 一 250, 十 0[ 委 10,1[ 辣 胀 , 可 知 在 定理 2 中 ,如 此 
jw) 是 内 到 正和 值 的 ,于 玉 9(X) 寞 可 以 到 不 只 到 正 秆 的， 

定 闵 2. 南 个 有 穹 集 如 141， 4,，…, 有 4.)} 雇 {1B Bo, …, BB,} 叫 
作 恢 如 合意 纹 相 位 的 ,是 指针 雁 {1,2,…, 7R1 的 任意 子 集 竹 ，…, $11 
(1 En), 

AiN NA = Be BN N 一 区， {1} 

广 。 过 定义 是 由 络 联 著名 数学 家 Ii. C，Aaekcarlarpoa 提出 的 
[Ann. of Math., 2nd ser., 80 (1929;. 101-—187], 

定理 3. 在 一 正规 空 岗 中 ,对 钛 每 个 有 窗 的 并 集 组 {外 ,FF,,…, 耻 ,}， 
必 可 找到 一 个 抛 集 狙 0, Gy Cs, 使 玉民 合并 si 如)， 意 且 
{和 G1， G1) 依 输 合意 义 
相似, 
证 。 者 察 凡 使 


6 i 搂 夸 前 机 给 


FNPN NF = 
的 案 让 人 站 六 i (1 守 和 ,于 全 3， 表示 所 有 这些 次 的 人 
集 ， 城 是 SiN FF, 一 用, 巧 且 Sl 古 闭 集 , 因 篇 它 是 有 帘 针 个 肯 集 的 培 ， 
依 实 出 的 正规 性 ,存在 开 集 6G, 秽 五 ,使 
FcG, ScH, GNAH,=@. 

我 们 将 症 明 Cn Hi = 出。 事实 上 ,如 时 不然 , 必 有 一 点 ze 区 nn 已. 和 从 
而 光 有 一 部 域 ,使 F 合 企 瑟 中 , 币 FNG, 关 B, 即 GINH 关 有 8， 得 
出 矛盾。 从 而 GinS: = 台 ， 

我 们 将 落 明 19: 记 ，, 下 和 1 让 依 粗 合意 义 相 
位 ， 取 和 后 一 组 中 的 一 些 集 Fa 下 i, 使 其 交 等 内 四， 设计 = 1, 屠 末 
PiN NFPiESL 人 但 GNS = ,所 以 GNFiN -nN Ro = ,反之 

GNFiN NP = BH» Ph NF NN FPF, = %, 2) 

如 业 伺 ,…, 局) 不 包含 1, 曲 末 两 全 组 中 的 相 赚 集 完全 相间 ,从 而 与 (2) 
类 似 的 相 风 关 保 不 须 惟 山 ， 从 是 上 面 的 千 论 东 完 ， 用 数学 侵 轴 法 定 
理 容易 薄 朋 ， 

定理 4。 需 了 (了 T) 型 空间 五 是 正规 的 ,必须 且 只 须 它 满 是 下 列 条 
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件 : 对 惧 吾 中 任意 一 笛 形 集 1 ,G1 ,着 亮 Ci 一下, 必 仔 在 咒 
一] 


集 瑟 ,使 豆 iCG:L<cEt: nm) 而 


诗 ， 后 久 一 家 并 集 叫 作 ; 空前 中 集 44 的 辑 盖 ， 是 指 各 些 弄 集 
的 屏 包 贫 4, 黎 蓝 是 作 在 避 的 .是 指导 个 明 集 级 只 有 有 密 多 个 开 集 ， 於 
是 定 开 中 国庆 作 可 以下 过 志 下 六 如 的 但 入 和 审改 六 {G1, …'， G1， 
沁 存 在 另 一 有 罕 容 蓝 1Hiheiin, 使 HicG. 

读 。1) 这 可 性 。 识 巨 是 正规 灾 痢 , Mi G1 是 吾 的 一 个 
有 帘 福 莹 ， 个 所; = CG (1 51)， 下 用 定 理 3, 可 得 -一 个 并 和 集 粗 
EA 

TN nN, = 六， 


» 


NN Fi fN CG 二 CU GCE 全 Hi; = CJ;, 指示 


t 二] 


如, 是 开 焦 ,而 


Ho Ce -= CicCP = 0,, 
范 且 


23 充分 性 设 蔚 是 满 是 定 开 中 人 通 件 的 (7;) 型 空间 , 贡 局 师 太 旺 
南 不 相 和 的 几 集 ,C 三 FF 味 各 兰 C 吕 是 并 焦 , 郝 且 如 良和 福成 吾 
的 得 蔓 . 依 休 件 ,存在 并 焦 瑟 ;人 = 1,2), 使 HcGi(l si 2 全 
HUH, = 如 ,全 J 一 CH,(i = 1 ,2), 邢 末了 :是 虹 集 ， 
_ J = CH,IoOCG, = FF: (i= 1,2), 
而 

J Nd = CHNCH, = CC 打开 CE =@. 

依 定 闵 1, 空 胃 的 正规 性 改 完 . 

定理 5，。 篇 了 {了 70) 型 空 闻 吾 是 正规 宰 浊 , 必须 日 只 须 桩 满足 下 洒 
休 件 :总 1G es :Ga 是 吾 的 一 个 有 高 枝 蓝 , 必 存 在 一 组 马上 的 活 


MB 哲 接 守 并 人 慨 埃 


鱼 估 速 纺 画 数 六 (1 安安 四) ,使 半截 2 三 ， 


0 


DB fi(%) 一 i， 
i 
TECCO——?f 2) = 0, 
振 。I) 必要 性 。 依 定理 和 4, 取 并 集 瑟 :i({1 拼合 
(Uj 五 = E, 于 ;cc G; {1 


i=1 
依 襟 间 的 下 规 性 及 定理 1、 存 在 一 和 个 由 请 到 [9, 1] 中 的 过 糖衣 数 
人 人 < 使 

区 个 人 00， 一 0 一 11 


弃 然 | Hi = 上 ,对 蕉 每 钼 XB， g(x) 汪 0. 取 
j=1 34 二] 


fx) = EC? . 


> qe) 


K=1 
六 (2z) 就 是 所 求 的 画 数 ， 

2) 充 妇 和 性。 设 么 ,总 是 空间 中 十 个 不 相交 于 集 , {CA4, CB) 星 刀 
的 维 萃 ,从 而 依 定 惠 中 的 条件 .已 上 有 南 个 浊 负 值 连 灶 画 散 万 z)，:(dz)， 
人 EA>Hr) =0, reEBo=—>Ir) = 0, 
间 对 大 一 切 EB, A(X) 十 9(X*) := 1。 得 迁 惊 必然 

rEB==>1r) = 1, 

和 从 而 傅 定 理 1 的 2 , 吾 是 正规 空 稍 . 

条 . 设 斑 古 正 规 空间 电 中 的 并 集 . 而 {G1 …,，G 是 让 的 才 益 (GG; 
是 开 介 ? . 那 东 如 上 必 有 一 组 非 货 笛 连 炉 画 数 六 ,了 ,使 


MEP ft 1 ECG ST) = 0 (Einy, 
:=1 


证 。 究 沪 上 ， {0 G2, tt 和合 。， CP} 是 晴 的 秦 盖 . 人 情 定 理 5， 上 
有 一 组 非 负 们 连 入 面 数 记 ，…, ,9, 使 对 蕉 一 切 并 6 五 ， 
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Dt) IR) = 1, 
| 
击 
0 一 0 

1 下 是 所 冰 的 画 数 粗 ， 

定理 看 (ThxonoB)， 具 有 可 数 - 莫 的 正 且 空间 必 巧 正规 的 ， 

证 ， 沪 侦 宗 理 是 让. 只 . THxonoa 看 1925 年 提出 的 [Math, Ann， 
95 (1925), 139 一 142]1， 注 意 一 般 的 正则 空间 不 必 是 正规 的 . 事 富 上 ， 
定 藉 1 下 例 2 中 的 窗 间 不 是 正规 的 ,但 它 是 正则 的 ， 

谤 ， 合 全 二 4104, ,Ot 是 正则 襟 间 如 的 基 ， 识 4,B 
是 台中 汕 个 不 祖 奖 的 亲 集 ， 考 察 避 中 忧 上 划 次 序 第 一 个 搞 委 相 冯 的 期 
集 , 设 它 是 Ow 取 0E 和 站 Oo 再 由 总 中 下 出 党 一 相仿 六 亚 旦 满足 

VecoO .NCB 
的 期 集 了 来; 遭 依 空 昌 的 正则 性 奥 基 的 定 闵 是 可 能 的 於是 下 所 口 =- 
= 项。 同样 ， 由 多 中 取舍 BB 中 一 点 芒 的 第 一 个 集 ， 表 示威 U1. .使 
NA = 邓 , Un = 过 一 性 质 岂 是 可 能 的 , 因 般 吾 则 人 中 每 个 
包含 为 的 集 瑞 『 相交 ,和 从 而 几 < Fi, 与 Tin 中 = 护 相 元 看 ， 仿 屋 刀 生 
找 好 习 中 的 并 集 Pi …,， VY。 0D, …, D。 ,使 
UNV;=@ (di), 

慕 且 人 是 二 中 某 点 的 轩 域 ,或 是 空 集 , 而 了 in 如 = ;Ui 是 BB 中 茶点 
的 痢 域 ,或 是 空 质 ,而 也 na = B， 如 时 (Ti ,了 站 不 有 是 4 的 办 
蔓 , 取 


Xe NC " 和 
1 (Ur:) 
赣 由 全 中 取出 第 一 个 合 Xat 的 集 , 表 示 成 Yon, 使 了 co 而且 
人 nn Ui = (1 1 1); 污 依 台 的 正则 性 及 基 的 定义 是 可 能 的 , 因 
篇 再 则 设 信 中 每 个 合 zw 的 集 奥 【UD 相交 ,从 而 恢 基 的 定义 ，:*y 


1 三 


的 每 帼 剖 域 与 【jj UV; 相交 ,好 
i=1 


人 提 搂 和 有 度 请 


2 一 U L; = U U,, 
昭 UNA= BLi HN) 的 假定 街 突 ， 刘 果 Fw P 已 渤 芭 
和 的 覆 昔 , 导 末 全 Fn re 贡 ， 了 辣 民 本 以 得 出 也 伍 它 或 者 是 符 集 
(如果 LU 048), 或 者 是 驴 中 一 彼 集 ,使 
Dn 二 二 四， 北 旺 Can = 


於是 得 出 驴 中 的 雨 蝇 集 Fa 最 十 
UNFT;=$ 《1， 了 一 工 ， 之 ， 四 


共有 。 
UNA= EB, VNB=@ it,7= 1,2,...) 


分 
UU= UU,, Ve UL,. 
| 


邯 未 UV,T 是 嫩 中 的 腊 集 , 潭 量 
UDB, VoA, UNVY ==. 
竹 而 瑟 的 正规 性 娠 朋 丁 ， 

定理 7 (IO. Citpoa 1948). 役 百 是 正规 空 关 ,下 是 已 中 的 品 焦 ， 
场 了 定 闵 本 下 上 的 非 负 住 连 秆 巩 业 了 者 以 延 拓 0 成 倪 百 二 的 过 苇 丽 烙 
, 菲 旦 使 多 在 让 外壳 同村 等 礁 0 (到 w= 二) 天 ， 必须 辽 只 
须 画 数 .7" 仁 声 中 的 雳 点 集 

下 (了 子 一 站 三 i |TE FPF, I) = 0} 
是 瑟 中 的 es 型 集 , 也 就 是 冤 , 基 玉 中 可 才 多 个 肖 集 的 交 . 

广 。 和 刘 吉 关於 画 数 f 的 非 鱼 性 慨 定 是 不 可 向 的 . 设 态 是 数 替 洲 上 
一 个 角 面 间 , 而 下 是 由 过 让 闭 创 轩 的 两 眉 问 点 所 租 成 的 团 入 ,者 末 不 类 
看 出 ,如 果 了 不 是 非 负 的 ,满足 定理 的 要 坟 的 延 拓 钙 不 可 能 的 ， 和 从 而 定 
理 在 涝 情形 下 失效 

是， 定理 中 人 条件 的 必要 性 是 显然 的 , 因 鹤 FF(f=0) 一 Ep 0) - 


-站 号 (9 到 二) ,机 召 (lo < 二) 是 吾 中 的 开 纺 . 
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更 在 证 明 人 条件 的 充分 性 .首先 考察 7 是 有 界 的 场合 。 我 们 下 两 步 
应 月， 
1) 设 六 f=0) 是 空 集 , 即 上 在 玉 上 痪 不 取 正 笛 , 恢 定理 2. 把 上 
延 拓 到 全 空间 百 上 , 成 坊 瓦 上 的 连 灶 丽 数 六 ,下 了 且 六 之 0( 昂 定理 2 的 
系 )。 今 于 = 五 (六 =0), 定 闵 画 数 g(r+) 如 下 : 
党 EF 时,， 人 90z) = fx)， 
当 XE 上 时， 全 9(7) = 1, 
由於 oN 也 二 下, 0(X) 是 下 UF,。 上 的 连 转 曾 数 . 依 定理 2 的 系 ， 拒 g 
给 扰 碟 全 右上 的 大 全 什 梁 往 而 数 如， 分 


PE) 一 省 [2 Oy], 
指示 锣 即 是 定理 中 所 求 的 莉 数 . 
2) 再 设 太 上 的 连 闵 曾 数 六 在 斑 中 的 震 点 集 所 六 == 0) 是 五 中 一 个 
Gs 型 集 让: 下, = A Gn, G, 是 吾 中 天 集 。 合 
Fp, = CG (n= 1,2,.), 
了 眠 然 在 正规 空间 证 {上 见 定理 2 下 诗 2) 中 的 阴 集 由夏 上 内 取 正 
值 ,可 以 把 它 延 拓 成 所 , 上 的 正佳 巡 针 画 数 2 ， 定 闵 画 数 六 如 下 : 
如 果 YEP 全 jf.(:6) = nw), 
如 时 TEF， 例 fr(:7) = x)， 
型 未 fs 是 阴 筑 五 UF, 上 的 连 苇 商 数 。 依 定 理 2, 把 岂 延 拓 成 在 对 空 
外 卢 上 的 非 负 侍 过 凌 巩 数 交 ,。 锯 然 假定 站 是 有 界 的 ,可 以 座 由 是 一 
致 有 界 的 ( 针 世 来 证 )， 合 


8(z) = 未 (2)， 
N=1 
那 来 不 内 杂 有 明 P(X) 是 马上 的 连续 画 数 , 世 且 满足 定理 的 要 求 . 
由 堆 [0，+ 00] 与 [0, 1] 的 同 胚 性 , 定理 的 一 般 情形 可 以 出 上 面 
假 费 上 有 界 的 情形 推出 
值得 注意 , 宙 满 足 其 它 分 紫 性 公理 的 空 少 不同, 正规 窄 癌 的 芒 不 一 
定 是 正规 的 。 见 丁 石 抬 的 论文 [北京 大 学 学 报 1956 (2)] 
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s$ 5。 全 正规 空间 与 完 正规 空间 


在 前 箭 中 全 指出 ,正规 空间 的 六子 空转 仍 是 正夫 的 。 但 正规 空间 
不 出 亦 贞 前 所 迹 的 各 型 空间 , 即 它 的 一 般 子 空间 不 必 是 正规 的 . 

全 (THxoH06B 1929)， 改 是 第 一 个 超 井 序数 ，w: 是 第 三 类 的 第 
一 和 位 超 帘 序 数 , 即 第 一 个 不 可 数 的 超 祷 序数 . 设 S 表示 集 

S={{a, Pea, PEw), 
闪 = 才 : i 8 都 表示 序数 ， 泗 礁 序 数 避 玫 安 ， < BB, 合 
Veop = {PP, Oa pat+1, PB+1}, 
币 赤 
和 (fx B)) = {Va, paca, PicB 

作坊 (a, 8) 在 S 中 的 部 域 宜 ， 在 第 三 章 中 将 茜 明 过 样 S 成 需 正 规 
空间 但 它 的 于 空间 3 = SN 1{(w, oo) 不 是 正规 空间 , 因 乱 4 = 
= {(e,ella<c ol 与 下 = (fo 有 有 < of 是 两 个 未 相 交 闭 祭 , 臣 
且 不 存在 不 相交 并 集 也 ,了 ,使 0 二 有 妇 , VoB. 事实 上 , 设 开 集 G 包 合 
B8, 导 末 人 如 包含 每 个 点 (wi, B) 的 一 个 法 域 ， 因 此 包含 几 合 2 > 一 
个 第 二 类 序数 wp 的 偶 (a, BP)、 族 月 饶 然 共有 可 数 多 个 , 必 存 在 一 个 第 
二 类 序数 oo ,使 oo 超 通 一 切 Eg, 因此 ， 如 果 & > a0, B<w, 有 邮 末 
(a, B}EG.。 所 以 ,如 果 & >w, 讶 然 (a, wj) E68, 有 即 GNA 关 下， 如 
果 有 了 并 集 下 使 PF 二 4, 那 末 VNG 人 ,从 而 5S 不 是 正规 的 ， 

定 蒜 1， 一 个 托 朱 容 涛 只 作 全 正规 的 ， 是 指 它 的 每 个 子 空间 是 正 
规 的 ， 

社 。 全 正规 空 则 的 每 侦 子 窒 章 必 是 全 正夫 的 。 特别 是 ,全 正春 空 
关 必 是 正 卉 的 。 但 上 曾 的 例证 明正 规 空间 不 必 是 公正 规 的 . 

蚀 ， 如果 号 是 全 序 集 , 附 以 拓 搂 和 结构 z-〈 昂 第 一 章 8I 定 义工 下 
例 5)， 那 来 召 成 过 全 正规 空间 [参看 下 面 的 定理 , 愉 明 岛 栓 营 者 ] . 

定理 1。 需 了 拓 朱 空 油 召 是 和 正规 的 ， 必 须 且 只 须 对 於 其 中 任意 
两 个 祖 互 隔离 的 集 ( 见 第 一 章 85 定 茧 2)4 与 互 , 必 存 在 未 相交 的 并 集 
UDU 与 TFT, 使 UA,VoB, 
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证 。1) 忆 要 性 ， 设 巨 基 全 正规 空间 , 甘 设 村, B 是 二 中 雨 个 相 坊 


隔离 集 , 即 四 
ANEB = ANB= %, 


全 G = C(ANEB), 
入 末 Gn4 僵 Gnm 达 是 子 空 间 G 中 的 不 相安 于 集 ， 恢 假定 , G 是 正规 
空间 ,所 以 G 中 有 不 相交 的 并 子 集 G1, Ca, 便 
GIGNA, GIOGNE, 

Gil 一 1T,2) 许 是 百 中 因子 空 间 避 的 开 集 , 它 也 必 是 五 的 并 集 。 斌 然 
GoGNADCBNADANA= 4, 1 同 理 G, >GNF2 BB,， 所 以 
G1 Gz 就 是 定理 中 所 求 的 天 集 忆 ,了 ， 

2) 充分 性 ， 褒 巨 是 满 是 定理 中 休 件 的 拓 杰 空间 , 设 和 4 是 请 中 一 个 
子 空间 , 葡 设 瑟 , 下 是 万 中 十 个 不 外 交角 上 集 ， 於是 必然 本 = 所 几 4， 
F 一 EN A, 从而 

FnNF, = FN F, 一 FRNANF,= PNF,= $. 
依 假 定 可 趟 五 中 让 相交 有 开 集 口 ,TY ,使 
UoF,, VoF,. 


所 以 ,在 克 中 ， 
FocUNA, FCcVNA, 

而 如 NN 有 ,VNA4 是 和 4 中 的 不 相交 并 柴 , 红 而 总 是 正规 空间 。 殷 弃 是 瑟 
的 任意 子 空 油 ,所 以 巨 是 至 正规 空间 ，。 

定 六 2 (Benenncos). 一 个 拓 杰 襟 疝 叫 作 完 正规 的 ,是 指 它 是 正规 
的 , 正 且 其 中 任意 期 集 是 一 个 Gs 型 集 ， 

倒 ， 数 直 厂 就 是 一 侦 完 正规 空间 

定理 2， 发 44, 中 是 完 正 规 空 韶 吾 中 两 个 不 相交 于 集 , 耶 未 盏 上 必 , 
有 一 何 衫 值 过 态 西数 s(x) ,使 

TEB—>0r) = 1; 
而 在 公 空 池上 ,0 之 448) 委 上 , 巧 且 
A= Eg = 0), 

即 熏 愉 是 函数 9 的 堆 点 集 . 


9 折 杰 企 条 和 由 戎 


证 。 人 恢 定 义 2, 必 .存在 可 数 多 个 开 集 Ci 一 1, 二， 使 
4 = 站 G,. 


必要 尘 , 用 GiN CB 代替 Qi;, 扰 妨 设 澳 套 和 舞 个 i, GiNnB = 名， 空 湖 旗 
是 正规 的 , 互 上 必 有 连篇 丽 散 9 , 合 
EA 2) = 0， 
WEB,= COG, => I(x) = 1, 
而 在 加 上 ,0 志 9(20) 守 1. 全 
88) = 马云 gz)， 
个 34 定理 2 的 恰 明 ,可 推荐 %2z) 是 连 古 画 数 ,六 且 在 盏 上 0< WO 扫 
二 1。 如 果 4&8B, 那 术 圣 雁 每 个 BB , 作 而 对 并 每 个 9,(xX)}=1， 
所 以 38 = 如果 了 E A 科 , 卷 末 每 个 gwtX) = 0, 所 以 gtx) 一 0， 反 
之 ,证 265 六, 事 未 至少 有 一 个 ?3 ,使 业 EC 和 从 而 gw(2) 一 工 .0f2)0， 
语 完 . 
定理 3 过 了 { 九 ) 型 拓 灾 空间 吾 是 完 正 规 的 ， 必 须 且 只 须 对 图 吾 
中 芷 意 两 个 不 相交 闻 集 4 与 五 , 尼 在 百 上 有 一 个 连 炉 画 数 /使 
A= Ef-0), B= EF(= 1). 
猴 ，1) 以 要 性 . 设 忆 是 完 正 埠 的 ; 设 9(x) 是 对 雁 闭 集 A4,8B 按 
照 定理 2 作出 的 那个 连 积 醒 数 。 合 


G = (Jy< 地 ) 恕 = (o> 二 ), 


1 IY 
P= El(y= 3), FE(g<3)=Gur, 
那 末 UU 自 二 忆 ,NB = 8, 而 内 不 就 看 出 下 是 开 集 , 因 篇 
P= v0 ~ ,+1). 
把 定理 2 谥 用 漳 妃 中 不 相交 的 半 集 三 与 B 上 : 太 ， 东 用 1 竹 评 代替 原 
来 用 的 值 0 与 1 ( 午 可 以 糙 一 适当 的 炉 性 网 换 来 完成 )， 姑 是 得 出 吾 上 
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的 一 个 违 炉 而 数 4*(2), 使 在 上 , 放 所 4?) 坟 1, 而 


EF = rH) 一 


ol 


， B= Er = 1), 


今 定 闵 画 数 上 如下: 
如 时 XEF， 分 天 4) = 下 (oh 
如 最 SH， 全 7) = 9*(2)， 
闭 末 在 上 ,0 F(x) 所 1, 牙 且 
A= ECF-0), Bo Ef=1). 
今 答 了 在 妃 上 连 炉 . 事 窗 上 ,如 果 .% 合 在 开 集 GG 或 再 中 , 那 末 f(x) 在 
so 上床 的 回炉 性 容易 看 出 ， 售 设 加 5 本, 屠 来 94) = 言 ,4"(X0) 二 去 


4 俩 入 既 都 是 连 灶 画 数 ， 对 於 每 眉 s 汪 0， 必 存在 ww 的 冉 域 了 Ts， 
使 


yer 


0) Ts, 
二 | 
y EV >| 弘一 部 < E, 

和 从 后 

yeVPesV NV Hr) FD) = | fy) — 记 一 5, 
基 是 了 在 xz 此 的 连 医 性 症 明 了 . 

2) 充分 性 。 设 (ZT1) 型 空 池 妾 满足 定理 的 人 条件, 依 $4 定理 1 的 
2 , 殖 是 正规 室 肖 . 诅 下 是 不 等 苍 马 的 闭 集 , 画 末 必 存 在 一 点 ze 下， 


归 忆 性 tm) 代替 定理 2 中 的 集 和 44 人 纲 蝇 , 座 是 得 出 一 个 巡 粹 画 数 J)， 
使 在 BB 上 0 < gg Sac = 1, 了 f= EB(g 一 0). 分 


G, = E(s<=), 


那 末 G% 是 已 中 六 千 , 莫 民生 = 门 Go 从 而 下 是 Ge 型 集 ， 
n=1 
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31 时 空间 


定 闵 1。 定向 生 序 集 宇 叫做 定向 生 序 集 4 的 子 向 ， 是 指 存在 一 个 
由 到 4 中 的 映像 了 ,使 革 礁 每 个 564, 必 存 存 z《 工 , 使 芝 oo 6 污 而 
5 之 0 了 , 8’ 三 0) 必然 守 6. 

甸 ，1) 如 果 入 过 得 之 73 过 一 过 246 达 … 是 一 出 最 格 肖 增 的 自 
然 数 , 那 末 (R45) 是 {82}3z.... 的 子 向 ， 因 党 or 一 Nx 就 是 定义 中 所 要 求 
的 机 像 

2) 设 了 = 二 ea 而 王 = 一 [表示 [0.1 的 一 切 有 穴 分 割 
< 

= =1 
的 全 钵 按 骨 分 中 傈 硼 成 的 定向 定 序 集 . 分 
NP) = RNP) 
表示 分 割 :> 的 分 点 数目 , 那 末 , 针 认 任意 ?64， 必 存在 Po ,使 
(00) 全 和 0， 检 而 也 之 久 0 一 和 留守 N22) 实 和 4, 即 是 4 的 
子 向 ， 

定 六 2。， 所望 拓 搂 空间 二 中 生 序 炭 刘 {Xs)ses 的 子 定向 烈 ,是 指 一 
个 点 烈 {Yrejoss， 其 中 二 是 4 的 某 一 子 向 , 而 fF 即 和 与 此 子 向 相应 的 映 
像 { 如 定 闵 工 所 指出 ). 

倍 1。 平 常 点 列 {24) 的 于 到 (24 久之 二 之 向 之 -…) 就 是 {2,} 
的 子 定向 列 . 

他 2、 年 序 集 4 的 子 集 4 是 做 ( 按 汪 ) 共 昆 的 耶 集 ,是 指 对 零 每 个 
8664, 必 存 在 1 4, 使 5; 守 5， 汗 时 点 刘 {wa jmen 是 鳞 列 12zslsea 的 
子 定 向 烈 , 因 篇 相 巍 的 了 万 是 不 灵 映 像 1(61) = 51(51.6 4) 过 种 特殊 
的 于 定向 列 叫 傣 共 尾 子 列 . 


sg 浙 找 窜 期 得 论 


诗 ， 汗 序 点 列 的 子 定向 烈 不 必 是 它 的 共 尾 于 则 ， 事实 上 , 子 定 问 
列 1zyteyjasz 其 按 芋 定向 排列 的 ,莫不 是 按 f(ao}& 4 定向 排列 的 ! 

好， 设 把 [0, 1] 中 的 黑 良 序 成 集 a 人 wa 和 < 
这 大 4 表示 与 基数 局 连 各 和 社 的 基 
数 ) 相 磨 的 最 小 序 数 "，。[0, 1 的 有 帘 分 盘 

=1 
的 全 体 的 基数 是 

十 已 十 划 二 直人 一 
往 而 在 [9,1] 的 有 诊 分 逢 的 全 体 开 三 10, 革 之 出 可 以 奸 立 一 一 对 应 ， 

蕉 是 可 以 由 上 南 的 3 < 作 芽 中 元 ,* 的 标 笋 : 
一 {al3 < | + 

但 I 看 作 生 序 定 向 信 基 是 沪 信 汐 庆生 全 序 关 的 (表示 成 >>). 入 
上 蛙 ， 


Ta) = ts 
荐 由 开镜 爹 序 集 44 = {5|3 之 wi} 上 的 上 映像 , 演 映 像 基 一 对 一 的 。 对 
零 任 将 ce 就 然 名 < or 集 19193 之 36) 的 基数 民 , 尼 然 挟 (, 欠 而 及 
几 现 苓 在意 一 个 :zs(93 < 3) 中 的 分 不 的 糖 个 数 不 超 通 
给 = 愉 ，< 9 
各 就 是 说 , [0, 1] 中 必 有 一 点 了 使 二 不 是 任何 3(3 < 9o) 的 分 点 ， 
芭 尾 意 以 篇 其 一 个 分 点 的 分 割 22f 用 来 对 居 每 个 4 > 28， 
必 以 了 篇 其 一 个 分 点 , 和 从 而 .38 必 异 任何 名 sp(3 < 90) 不 同 , 换 句 话 
说 ,存在 呢 g, 使 
Vy > p= 一 03 cai， 

而 这 意味 着 I 也是 和 4 的 子 向 ,但 注意 [Xsw} 莫不 是 1X26,19<o, 的 共 尾 
子 列 ! 

定理 1. 篇 了 在 一 拓 朱 空间 中 ( 生 序 ) 同 珀 Lejleea 含 一 子 定 1 而 
收 俭 艾 >, 必须 且 民 须 兰 惧 每 个 9664 及 每 个 FEWIr)， 存 在 4 
使 

1 如果 芝 只 连续 桩 概 设 ;只 人 须 I 要 wp = ol， 


策 世 查 ， 蛙 考 8 


6 和 上 LET 
广 。 定 理 中 的 钳 件 也 可 以 改进 如 [下 : 兮 
As, = 0， 
搬 ' 末 定理 中 的 拒 件 万 是 琢 : 灶 界 每 个 加 了 及 每 个 3(X)， 必 类 
A NV 江东. , 
外. 1) 充分 性 . 认定 班 中 休 件 成 立 . 取 
S= 16, V/A, V EB zr)', 
玉生 SS 中 的 序 次 定 议 成 
(BF) (6 TD) Vc,, 
总 是 5 是 一 定向 竺 序 集 。 依 定理 中 的 休 件 ,对 苓 5S 中 每 个 元 so 三 (56,7), 
必 存 在 9 54, 便 6' 六 858, Xo 《TF. 芭 定 这样 的 5', 应 把 它 直 示 成 fc)， 
蕉 基 ff 成 篇 由 8S 到 4 中 的 映像 。 对 从 每 个 6 4, 取 oo 尘 (60,To) 5， 
新 末 当 
说 三 人, 了 ES eH 了 eo 
咋 ,一 定 3 之 和 ,已 Cpo 和 从 而 (oo) mt, 过 就 是 说 . S 是 4 的 子 
疝 ，!zftejoes 是 {zejsea 的 于 定向 现 。 恢 上 面 的 作法 ， 对 南 z 的 每 栏 
痢 域 Vo, 了 到 ao 一 (60， Fo)E， 悄 东 对 论 每 个 aoo 9 三 (6,5)，, 
I(o)€d, fa) 之 9 人 20 避 Cy， 
Tra Ee UCV, 
过 就 是 说 , 子 定向 殉 {zrojoss 上 收 莪 谍 3 
2) 必要 性 。 设 {zejeea 售 一 子 定 向 列 {zrajess 收 攻 夫 贴 xz， 几 未 
对 杖 x 的 任意 部 域 玉 , 必 存在 co& S, 使 
SF o> po SEV, 
但 依 子 定向 列 的 定义 ,对 检 任 意 训 6 4, 存在 o155, 使 
o> o>i(o) 之 0. 
起 胡 SS 是 定向 年 序 集 ,存在 a 5, 使 ca > co cs > cl 和 从 而 
os o>f(o) 守 6 且 2foem， 
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证 就 是 裕 , 必 存 在 5 三 1(o) 实 疝 , 使 4 ET, 汗 正 是 定理 中 的 人 条件. 增 
完 . 
柔 . 在 拓 楼 空间 瑟 中 ,起 有 一 全 席 区 列 {ws}sea. 分 
detccle 了 .ID)， 


那 末 ,篇 了 
ze 门 4,, 
二 立 
必须 且 只 须 1Xs} 有 一 子 定向 列 疏 答 巩 2。 如 果 五 是 (了 Ts) 型 空间 . 张 且 
设 点 列 {zsl 收 敦 巷 zo, 屠 末 
{Xa} 一 4, 
丰 后 站 
《如 ee 
. 1) 依 定理 1, 需 了 (xs) 有 一 于 定向 列 收 侣 杖 x*, 必须 且 内 须 
的 全 六 部 直 VY 与 每 个 A4613 64) 相 变 ， 也 就 是 阁 、 ze as (每 个 
ed). 
2) 访 五 是 (73) 型 空间 . 丽 (ze) 一 ai 设 YEEB,Y 关 加， 且 以 取 
Xo 的 券 域 口 姐 y 的 淹 城 ,使 UNT = 名 . 依照 凸 列 收 驮 的 定 闵 , 存 在 
05 起 ,使 A 妆 65,CU, 和 从 而 Aa NV = 贡 . 即 #E 本 ss， 所 以 
4 = {wo}. 


定 蒜 3， 拓 搂 空 阐 吾 叫做 紧 的 ， 是 指 它 训 面 的 每 相 宰 育 点 列 必 有 
一 于 定向 列 收 铬 苍 巨 中 的 一 和 个 元 ， 

广 。 于 实 降 上 是 数学 分 析 中 “Bolizano-Weierstrass 定理 的 一 般 
化 , 因 需 如 果 只 知 证 平常 的 点 烈 *, 上述 条件 正 是 那个 定 理 的 内 容 . 

定理 3，、 篇 了 一 个 拓 搂 空 闻 吾 是 纵 的 ， 必须 且 只 须 下 烈 的 任 一 个 
休 件 成 立 : 

T) 从 五 中 有 一 族 肌 集 ,其 中 每 有 项 多 侦 都 有 不 空 的 交 ， 那 未 族 中 
全 部 于 集 的 实 也 是 不 空 的 . 

2) 酸 己 中 有 一 族 开 集 鹃 ,各 些 开 集 的 人 屏 焦 等 於 吾 , 那 未 内 族 浙 中 
可 以 取出 有 坦 多 个 集 滁 ,使 它们 的 境 集 等 於 瑟 . 
1》 在 第 一 章 要 ,我 习 已 就 明 坊 什 床下 不 常 获 净 蜂 得 空间 中 只 考 砌 幸 党 点 列 就 驯 了 、 
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填 ， 企 件 3) 再 是 数 浴 民 析 中 Heine-Borei-Lebesgue 定理 的 一 
航 化 . 

奏 . 1),2) 两 休 件 由 於 开 集 僵 闭 集 的 对 偶 关 剑 是 然 是 等 从 的 ， 因 
而 只 顷 余 了 明 休 件 1) 瑟 紧 性 等 伟 。 

斌 人 条件 1) 成立。 取 巨 中 一 和 个 ( 生 序 ) 占 到 {%s)ses， 仿 前 ,分 

A = {zal E40 20}, 
由 页 4 是 定向 集 , 任 意 有 病 多 个 4; 的 交 是 不 空 的 。 依 人 条件 1)， 
门 4, 8, 


如 果 和 是 过 个 交集 中 的 一 点 , 那 末 依 定理 1 的 条 (Xs) 有 一 于 定向 烈 
收 复 於 %6, 址 就 是 膏 , 马 是 晴空 间 。 

上 反之 ， 设 包 是 聚 空间, 机 (了 eer 是 具有 休 件 1) 中 氨 的 性 质 
的 并 上 集 族 ,分 名 (了 n) 表示 工 的 一 切 有 圳 子 集 所 得 成 的 集 族 。 装 图 每 个 
QH( 门 ,分 


按 力 假定 ,每 蛋 Fs 天 及 ， 秋 (0 按 包 合并 你 己 形 成 定向 牛 序 集 , 因 篇 
aeE@Bl), BEDI)—>aUBEBH), ayPoa, pb. 
因此 ,如 果 在 每 个 卫 。 中 取出 一 点 Xs 来， 


(Ta) remir 


是 一 ( 御 席 ) 点 列 。 恢 吾 的 察 性 卫 定 理工 的 系 , 韭 仿照 前 笨 的 推理 , 合 
As = {we [oa' EB), a’' Dal), 


Bz | A. 
ot? 
但 因 &, BE 人 BO(D 正和 且 0B 一 > FoCFp, 所 以 
Ta Ee FC he, 
於是 得 知 一 
A CCF, 一 F,, 
i 


门 Fo $. 


tM} 


102 证 搂 经 闻 几 请 


NF fF,. 


eer 1! 

定 卉 脏 完 . 

广 。 如 赃 一 个 集 族 中 人 径 入 帘 久 个 集 的 奖 是 不 空 的 ， 汗 个 集 族 叫 蕉 
中 心 族 。 定理 2 中 的 条件 1) 可 以 陈述 如 下 :了 闭 集 的 中 心 族 中 的 一 - 切 集 
必 有 公共 点 ， 休 人 镍 2) 往往 陈 壕 上 成 如 下 形式 : 答 一 侦 { 肯 }) 禾 六 可 2 取出 
一 个 有 出 莉 冀 来 . 

定义 4 在 一 拓 朱 空间 召 中 , 焦 和 时 作 暑 的 ,是 指 当 把 各 看 作 五 的 
子 空 闻 时 ,4 是 紧 容 则 ， 

广 . 依 定理 2 不 难看 当 ,入 了 空间 中 的 点 焦 4 是 紧 的 ,必须 且 只 须 
由 和 4 的 每 位 履 划 可 以 取 出 一 个 和 4 的 有 突 寿 攻 来 . 

他、 设 巨 是 一 个 具 有 好 大 元 ' 即 禹 隔 元 ) 的 良 序 从 ; 设 任意 一 上 了 
的 洗 域 规定 篇 比 合 区 关 ， 

2 


jo EEE, yi uw.) 
的 集 ， 附 以 各 嵌 的 拓 煌 富 构 , 己 是 绎 室 关 事实 上 , 设 牙 = {G41ve 是 
如 的 一 个 履 蔓 .每 个 Ge 是 不 庆 的 ,由 基 世 是 召 的 履 蔓 , 歼 卫 Ge 各 五 的 
最 天 元 < ,从 而 必 会 < 的 一 个 峙 域 ] (各 之 4. 同 理 ,3j G4 合 点 
2 和 从 而 必 合 六 的 一 个 卷 域 ] 2, 51](2o 近 加 ， 恢 实 可 得 Co， j ss 72] 
(sa 一 2), 等 等 ,假定 这 一 各 宁可 以 钥 限 延 镇 下 去 ,姜末 得 出 吾 中 的 由 
和 
hae an 设 有 第 一 元 ,与 良 序 性 的 假定 相 背 ， 从 而 示 一 
只 狼 有 区 坎 就 中 止 ' 刘 就 寥 叶 闭 存 在 自然 蛙 如 ,全 


] 各 ， ju Ul 2 jj 二 


蕉 是 由 贡 中 可 以 取出 有 帘 改 芒 (Gi has. 互 的 时 性 豆 完 . 
定理 3。 在 一 (72) 型 拓 朱 实则 中 , 案 集 一 定 是 并 的 ， 
六 。 设 和 4 是 (7,) 型 空 瑚 中 的 察 集 ， 取 ze 4， 依 第 一 章 51 定义 


第 三 刘坚 性 cv 10% 
6, 让 和 4 中 可 到 出 一 个 收 合共 如 的 牛 序 冉 则 (xo)ses 求 ， 和 4 斌 是 取 众 ， 
依 定义 T (xo) 有 一 咎 子 定 向 列 (Xo)， 使 (ry 收藏 共和 妇 中 的 一 点 
Y， 傅 定理 1 的 系 ,如 果 4u = 【zo ia'《 4 ,ei 这 qi,y& 从 有 4 但 梳 同 
到 ,必然 (ey 收 考 聆 go 过 汪 {ro 一 : | 六 。， 
从 而 


#f 一 

因此 2 有， 所 以 半 是 并 和 集 ， 

在 1 定理 3 的 道 不成立。 例如 数 直 线 忆 是 (72) 型 空间 ,其 本 身 
看 作 尼 中 的 山 集 星团 的 .但 它 不 是 紧 的 . 

广 2， 各 时 不 假定 空间 是 (7z) 型 的 ,定理 3 的 辕 葵 不 必 成 立 。 例 
如 考察 第 一 章 32 定 闵 1 下 例 3 中 的 空间 五 , 庄 设 和 妇 是 琅 中 的 一 司 可 
数 集 [zy za, rn 了 六 委 五 , 那 末 ,和 中 任意 牢 序 点 烈 必 收 黎 南 
入 中 任意 点 ,从 而 4 是 聚集 . 但 4 在 召 中 薄 不 是 于 的 , 因 需 本 = 殖 . 

广 3， 在 数 直 缕 中 , 坑 了 一 个 点 集 是 晤 集 ,必须 旦 只 须 它 是 寻 有 界 
集 . . 
定理 4， 在 一 绎 空间 中 ,及 闭 集 必 是 紧 集 ， 
鹰 。 由 定义 坦 接 推出 ， 
定理 5. 在 拓 搂 空间 中 , 苔 了 有 冉 多 个 阴 集 的 傍 柴 是 计 集 ,必须 且 
只 须 那 些 集 本 身 都 是 紧 的 。 

座 ，。 由 定义 4 下 的 诗 暴 定理 4 推出。 

定理 68. 紧 空 测 在 卫 在 一 个 拓 磷 空间 |, 中 的 圳 车 像 必 是 B, 中 的 
紧 集 ， 

讼 ， 珊 了 是 由 召 到 五 ; 中 的 连 罚 映像 ， 形 六 三 1) 二 吾 ) 中 的 一 个 生 
序 是 烈 (go)、 在 盏 中 取 4, 使 Xa) = yo，(zo) 成 篇 际 空 间 马 中 的 年 
序 点 列 , 从 而 它 含 一 子 定向 列 (zwio)ssz, 使 这 个 子 定向 烈 收 做 扑 五 中 
一 点 和 名， 由 南 了 的 过 炉 性 , (yo) 的 子 定向 列 yy = 六 zs a) 必 收 仇 坝 
灰 2 下 五 )， 和 从 而 得 知 (8) 是 了 | 中 的 紧 集 . 

和 柔 1. 识 f 是 由 拓 朱 空 闻 五 : 到 拓 搂 空间 五 * 上 的 连 炉 映像 ， 那 末 
了 失 五 :中 的 暑 集 瞻 成 五 。 中 的 泥 集 ， 


to4 - 扫 搂 空间 本 询 


去 2(BemeHHcop，H. B.)， 证 是 由 察 空 间 记 到 (Ty) 型 空间 万 
中 的 连 炉 映像 , 那 末 了 把 吾 中 的 半 梨 映 成 五。 中 的 于 集 ， 

诅 ， 设 和 是 有 中 的 半 集 , 弄 末 和 是 紧 集 , 所 以 六 4) 依 定理 6 是 
五 中 的 坚 集 ,从 而 恢 定 理 3, 六 4) 是 五 :中 贿 集 . 

和 柔 3， 由 一 紧 (Ts) 型 空 商 五 到 一 (72) 型 空间 上 的 一 六 一 连 
荐 映像 一 定 是 同 胚 焰 神 ， 

证 ， 依 系 2, 和 如 果 于 是 由 也 到 五。 上 的 一 对 一 杂种 映像 ， 期 了 是 由 
EE 到 肪 上 的 连 蒜 映像 ， 因 坑 瑟 , 中 的 阳 集 依 映 像 了 的 会 原 像 是 ,中 
的 于 集 ， 

条 4. 设 巨 是 紧 寄 由, 而 有 是 其 中 一 个 等 价 关 保 , 那 末 南 空间 瑟瑟 
是 紧 空 划 。 

玻 。 因 篇 由 百 到 五 /及 上 的 典范 上 映像 是 连 东 的 ， 

定理 了 (THxoHoB) , 篇 了 烘 罕 间 是 紧 的 ， 沁 须 且 愉 须 每 自 因 子 空 
山 是 紧 的 ， 

诗 。 适 个 定理 在 汽 画 分 析 中 起 着 重要 作用 ， 

请 。1) 六 要 性 。 如 果 积 容 间 如 = Ter 加, 是 紧 的 ,由 於 由 五 到 办 
了 于 空间 五 上 的 找 影 是 速 和 糖 映像 , 依 定理 5, 每 个 轧 . 是 紧 的 。 

2) 无 分 性 。 设 每 个 因子 空间 吾 . 是 野 的 (人 矿 ， 和 蒋 察 召 中 一 族 
冉 集 : f= (Fajasa， 总 任意 有 窗 多 个 的 交 是 不 空 的 , 我 们 要 发 明 
NeA 了 Fa 尖 负 ， 恢 Zorn 辅助 定理 ,ff 包含 在 一 个 集 族 兄 = {He}pes 
中 (过 喜 Hs 不 必 是 六 集 )， 而 任意 有 窜 多 个 Be 的 变 是 不 空 的 , 闪 且 与 
是 具有 适 样 属性 的 集 族 中 之 极 大 族 , 换 徊 话说 ,再 把 一 个 不 在 久 中 的 焦 
潜 加 到 多 哮 ,得 集 与 人 中 某 有 罕 多 个 集 的 交 就 可 能 是 空 的 了 ， 不 多 看 
出 , 依 中 任意 有 守 多 个 Hs 的 交 仍 是 罗 中 的 集 , 而 且 如 果 五 中 一 集 吃 奥 
多 中 每 个 Hs 有 不 空 交 , 那 未 证 集 也 也 是 人 9 中 的 集 。 过 些 必 性 宰 是 允 
的 么 大 性 的 必然 熏 果 . | 

邻 疡 表示 由 吾 到 吾 : 上 的 投影 : x 三 (YX.) 一 To 全 让 ,一 (人 FT 
名. 是 吾 。 中 一 个 寺 集 族 , 班 日 其 中 任意 有 部 多 个 集 的 交 是 不 窑 的 . 依 
E, : 的 聚 性 ， 存在 一 点 
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EC BA 
EEB 


开 zo = (地 ) 荡 取 各 在 召 中 的 一 个 部 域 了 TY。 了 必定 包含 一 个 如 下 形 
状 的 痢 域 : 
下 XXX [1 E,, 


证 襄 Ve 是 rel 过 KE A 2) 的 郑 域 , 那 未 
VanNfa( He 天 及 (eke n). 
斯 以 
(Vox ITE)NHe8, Sk. 
EE 天 
证 训 BB 既是 任意 的 ,人 恢 上 述 ， 
Vx [EES, (gk). 
[二 
依 上 壕 多 的 属性 ,上 式 中 # 个 集 的 奖 
工 和 不 二 恒 
区 [ E, 
区 

也 合 人 在 急 中 , 吉 就 是 发, 了 与 人 中 每 个 集 相 交 , 和 从 而 更 与 1 中 每 个 集 相 
挛 ， 下 这 是 wo 的 任意 背 域 ， 冯 知 尖 雁 每 悟 E 人 ， mo Fa = Fo, 如 
完 . 

秽 。 任 音字 个 (有 则 多 个 .可 数 拓 袁 多 个 或 不 可 数 无 彰 多 个 ) 有 窗 
填 区 疝 的 各 空 间 必 是 紧 空 沸 , 叫 作 紧 平行 体 。 特别 ,如 果 每 个 因子 空间 
是 区 玛 多, 1] = 1， 而 4 表 因 子 的 数 目 或 劳 , 那 末 积 空间 2° 时 作 肾 正 
方 苯 。 

定理 8。 了 紧 {72) 型 襟 搓 必 是 正规 的 空间 ,和 从 而 也 是 正则 的 ,多 正则 
的 ， 

证 。 渤 察 紧 (T2) 型 空间 吾 中 两 幅 不 相交 项 集 4 导 吾 。 依 定理 3， 
全 与 召 部 是 紧 集 . 考察 4 中 任意 贺 *+ 和 与 BB 中 任意 点 YY， 空 间 钙 是 (了,) 
型 的 ,可 以 各 取 ,5 的 天 部 域 

Uz 于 TY， 


I06 朱 提 寺 了 网 概 高 
使 
机 定 了. 邓 末 


UN = 多 
{Cw€ 生 
是 集 44 的 牙 萤 。 由於 丸 的 时 性 , 林 以 取 有 祝 多 但 
Us,, Us,, ~ UY , 
使 它 仙 扩 或 生 的 覆 芒 .个 


OF 二 UUy, Vy 一 门 了 对 


+ 二 1 i 二 1 
末末 对 殿 得 个 VE BB, 0 是 信和 4 的 并 全 , Vy 是 y 的 开 痕 域 ,而 且 
ONV, 一 $, 


IVyjy eB} 是 紧 集 召 的 履 昔 ,所 以 可 以 取 有 寡 多 伽 


Vp ny Vy, {1, “ey Yi 五 )， 
使 它们 福成 如 的 柳 蓝 , 即 
rs>a 
i=1 


邻 


和 


7 = UJ VY,,, 忆 = 门 0%, 


T=1 i=] 
那 末 召 各 下 各 是 合 和 4 锯 B 的 交集 ,注入 
UNT = 六 
襟 间 的 正规 性 及 完 ， 

广 。 蜂 (7,) 型 空间 不 必 是 全 正规 的 。 

例 。 在 帮 二 掌 85 天 闯 的 例 中 ，S$ 是 十 个 案 (7:) 型 空间 (见证 闵 4 下 的 例 ) 
的 鞭 宝 间 ,从 前 S 也 是 聚 (7s) 型 空间 ， 记 然 3, 是 S 的 子 空间 ,冰晶 S, 是 非 正 规 
的 ,5 必然 玉 是 至 正规 的 ， 

定理 9(H，Wallman)。 每 倒 拓 搂 室 间 已 可 以 看 成 是 一 个 紧 空 关 8 中 的 猪 
桌 , 换 名 话 股 ,在 在 一 巾 紧 空间 3, 使 右 同 胚 芍 S 中 的 一 个 狂 集 ， 妇 避 是 {70) 型 
或 ， im) 型 或 正规 的 , 那 末 S 也 是 那 一 至 的 ， 

证 。 设 ?# 表 示 百 中 一 个 户 集 和 一 侦 有 吕 集 的 件 。 所 请 基本 集 , 是 指 一 个 集 
族 生 = 19a) ,其 中 等 侦 pu 契 像 上 河 P 那 榜 的 集 , 而 任意 有 和 货 多 企 po 的 交 是 不 空 
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的 . 依 Zorn 蒜 助 定理 ,二 包含 在 一 个 依 到 性 摘 樟 大 的 集 族 中 ,后 者 叫 作 极 大 基 
本 集 ， 取 一 切 捞 大 由 本 条 的 至 体 , 表 示威 S，。 如 果 瑟 ES3, 那 末 互 = {wal, va 称 
作 无 的 坐标 。 既然 下 是 杠 大 基本 集 , 其 坐标 中 任意 有 化 多 何 的 交 必 仍 是 它 的 一 位 
毕 楚 , 而 凡 照 立 的 一 二 坐标 相交 的 集 多 必 也 是 互 的 坐 村 注意 吾 的 闭 集 都 是 w- 

如 末 “至 ，{z} 也 是 一 个 集 P， 和 从 而 是 共 一 栖 大 基本 集 革 = {gal 的 全 榜 . 
庆 刍 是 甘 本 集 , pa EX 二 > {zg 并 作 , 也 就 是 襄 ze pu, 从 而 ,由 基 1x} 本 身 娠 
下 的 一 和 企 举 枞 ， 


门 w。 三 {xz}. 


如果 和 1 也 是 5S 中 另 : 一 元 入 1 = 的 } 天王 的 坐 村, 那 末 3%。 但 wp 
所 及 84 涨 加 到 瑟 中 仍 戌 访 一 个 基本 集 . 时 天 是 醒 大 基本 集 的 息 定 相 背 ， 所 以 如 
中 每 个 点 x 愉 是 3 中 一 个 元 扣 的 于 概 ， 舍 特 亚 表示 成 站 (z7。 如 关 入 ， 导 末 
1 站 和 人 二 的, 所 以 芝 有 (z), 征 而 王 (i) 考 守 (x#)， 因 此 ,了 :x 一 下 (X%) 是 由 
五 到 3 中 的 一 对 一 有 映 像 ， 
设 且 ESN T(E), 如 时 ga 下, 著 未 
Fa 一 FaoU {rt UU re}, 
是 书 中 闭 集 ,而 zi EB( 所 i 所 1),? 是 起 然 数 (或 0). 遍 然 瑟 天 7T, 该 有 
一 和 愧 能 股 共 至 的 一 切 毕 和 柑 , 所 以 
Ya = Pa er}, j=12er 
都 是 二 的 华 襄 ， 


Fo 一 MM ws，， 
= 


从 而 Ru 也 是 下 的 坐 机 , 道 就 是 说 ,如果 半 &€3\T(E) 有 -一 些 秋 ge = FU 
UdatU…Udrs}, 那 末 下 a 是 臣 的 华 桂 . 
现在 决定 3 的 拓 捷 精 构 和 如下， 设 下 是 百 中 的 表 集 ,而 BCF) 表示 号 中 及 以 而 
壤 一 个 化 村 的 一 切 点 所 粗 成 的 集 , 不 崔 验 明 ， 
ED) = BB, FEE)=S, FF) BF ), 
道 顽 三, 下 是 巨 中 的 开 集 . 最 后 一 式 成 立 , 是 因 篇 . 
下 > ER, we mt, (RB wnF, > 
Er EF), TrtE(F,). 
式 如 果 1 下 o} 是 互 中 有 骞 多 侧 并 集 , 那 末 
三 ( [a 一 自 王 (ay 
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因 需 圳 了 于 以 站 Fo 需 坐 宰 , 必 有 锁 生 内 须 下 以 每 位 F's 篇 举 榜 ,如果 CF,(F, 感 
是 忆 中 并 集 ), 那 订 惠 开 ) 志 下).。 现在 豆 明 

PFUF) = BF)UBD,). 
事 窒 卡 , 设 下 ,= FU 站， 扫 然 下 必 六 ,FD 坟 F， 涛 末 守 了 CC), CCC 
灾 要 (后 :所 以 

BF YUBCF CB F,). 

役 习 下 要 下) 那 末 下。 是 王 的 华 杰 ,而 三 :不 是 下 的 坐标 ,因此 时 -- 定 有 
有 圳 多 个 入 檬 Yoi 之 交 多 ,使 所 是 一 个 ga ,而 mnF = 信 ， 因 需 民 是 概 尖 夫 本 
集 , 所 以 网 必 是 天 的 毕 宗 ,所 以 VCC 严 改 开 :CC 忆 , 即 王 E 亚 (下 》， 徐 而 

PFUF) = PCP)U DF). 
取信 = 器 入 玉 , 而 全 全 (G) = SN 本 ), 那 末 S 中 一 点 站 会 在 全 (G&G) 中 的 必要 
丝 充 分 的 条件 万 是 至 不 以 下 坊 它 的 于 标 ， 换 句 请 及 ， 必 须 且 只 人 须 站 有 一 坐 村 
?CC 如。 依 已 经 通明 了 的 诸 关 人 ,可 得 人 ($B) = 的 , 2(E) = 5S， 


G1 OP A 6) x QO(02). (1) 
如 .1G4} 是 巨 中 有 艇 多 个 妇 和 集 , 那 末 
QCUGo) 4 CQCGs), (2) 


GCG 一 OOICOIDJ，PRGnmG = QCOINOCGY. 
襄 果 全 = {91 是 凡 可 以 表示 成 一 些 82(G) {6 是 百 中 并 和 集 ) 的 俐 和 集 的 策 所 让 成 的 
族 , 那 来 入 满 是 第 一 章 &1 定理 10 的 休 填 0. 一 0., 徐 而 取信 骗 8 的 开 集 族 , 那 末 
3 成 骨折 杰 宝 间 . 现在 发明 3 是 紧 空 间 ， 出 芯 分 址 作 引 0G) 形 睹 的 藉 集 的 关 施 ， 
只 须 踊 明 :如 果 遇 = 19CGoJls 组成 3 的 逢 蒜 CG。 是 吾 中 国 集 ) , 那 未 秋 革 可 以 取 
出 一 个 有 籍 效 攻 来 。 囊 突 上， 各 届 中 任 窟 有 窒 多 个 集 的 傣 不 是 3 , 那 末 依 2) 三 
(1) 可 知 仔 意 有 骞 多 个 Ce 的 伯 不 是 书 ， 就 是 褒 , 路 ,三 六 Co。 中 任意 有 和 钴 多 
个 的 净 未 是 空 集 ,从 而 1Fol 是 -~ 入 杯 集 ， 共 是 有 一 檀 大 基本 和 集 子 ,以 请 Ps 筷 坐 
模 , 那 末 对 识 千 个 ,及 (天 ) ,所 以 
门 到 (ao a , 

恰 世 是 禾 蓝 的 假定 相 背 .所 以 S 的 肾 性 莹 完 . 

身 下 的 只 是 滩 明了 (8) 在 人 S 中 和 狗 密 , 冀 且 外 是 同 胚 觅 像 ， 

设 “< 人 (G 是 总 中 天 集 )， 那 末 六 (x) 不 以 下 三 EN G 需 其 生 标 , 和 从 向 
上 KZ 《和 (GBG)， 反 之 ,如 E20G), 素 末 臣 (x) 有 一 巾 包 含 在 妇 中 的 坐 江 9， 
而 x 所 以 XEG。 因此 ，,- 

EGE EOI NT(E), 


第 三 章 各 性 109 


由 葵 呈 中 天 集 的 枚 成 ,下 把 吾 中 的 开 策 办 TT{ 瑟 ) 中 的 开 集 之 并 成 立 一 一 对 详 ， 因 
此 站 把 碧 同 且 地 映像 在 S 中 . 

百 中 每 个 开 集 G 到 少 含 一 荐 2 ,所 以 8(G) 和 包 会 天 (2) = T(x)€ T(E) ,前 是 
3(G) 与 T(E) 相 变 ,而 3\\ 了 (下 ) 不 包 舍 仔 何 Q4G)， 即 3 了 ( 百 ) 不合 3 中 
任何 珊 集 ， 所 以 S 中 每 个 到 集合 了 CE) 的 点 , 即 了 CEB) 在 S 中 基 秽 的 . 

最 征 , 何 明 妇 基 分 炊 姓 的 精 论 . 取 S 中 雨 不同 点 下 匡 生 ,， 先 设 它 们 都 合 在 
TEED 中 ,入 而 芒 = (4) 1 一 下 Co)， 运 顽 # ,二 。 首先 订 避 是 
《706) 型 的 , 那 末 禾 妨 爸 有 一 有 师 集 GG CF,G 合 盖 而 孙 伟 si。 > 旺 阅 眠 各 是 只 与 
束 的 华 夺 ,发 EQfC) ETEE 30G)， 和 从 而 天 旺 嫩 满足 (7o) 分 家 性 再 三 飞 丑 
和 中 有 一 个 于 TOE), 芒 输入 必 有 不 相交 的 华 标 a 其 oa。 屋 

Pa = For le Ui{xt}, 
郑 末 人 本 言明 的 前 面部 分 ，Fa 也 是 及 的 坐 樟 , 而 Fa 门 op = 功 。 所 以 如 盯 
6 二 囊 入 oa, 那 末 下 如 (G), 玉 1《 人 (0)， 樵 是 匀 明 了 8S 是 (7) 型 的 ， 

再 说 百 是 (ZT1) 型 的 ， 既然 百 中 的 由 一 候 贡 粗 成 的 集 都 是 天 的 ， 几 Zs 者 是 
关 集 。 如 录入 沽 丰 , 下 ,ES， 闭 末 它 们 必 有 不 相交 的 全 粮 Fa, FF， 所 以 
吕 (ENF'p) 胃 昌 (BN Fs) 各 是 让 ,六 | 的 郑 域 , 同 前 者 六合 开 ， 钱 省 不 合 人 
所 以 S 是 (7,) 弄 的 ， 

设 记 是 正规 空 闻 . 取 下 办 六 ,的 不 相交 举 乔 了 oe, 无。 五 角 基 正规 的 ,站 在 不 
相 灾 并 集 人 ,G1 Fao, GD 所 以 Q0G) 导 QQG 者 是 天 与 和 在 和 中 
的 寿 域 , 普 且 它们 不 相交 ,因此 S 是 5 ) 型 的 。 5 裔 然 双 是 肾 的 , 依 定理 7,S 是 
正规 的 . . 

诗 。 如 呆 吾 是 (Ya) 型 的 ,5 不 一 定 是 {Ts) 丙 的 ， 注 事 帝 时 下 面 的 定型 可 
以 推 得 . 

定理 10。 篇 了 所 朱 突 间 吕 是 一 和 个 层 (TT.) 型 襟 尚 的 子 空间 ,必须 且 
只 须 吾 是 全 正 旭 的 。 

许 。 设 加 是 (7,) 型 的 在 定理 8 中 ,如 果 假 定 五 是 {Tw) 型 就 可 以 
推出 5 是 (To) 魂 , 那 末 依 本 定理 , 号 必 是 全 正则 的 ， 近 不 可 能 , 因 和 起 
(7T2) 型 空间 未 必 是 全 正则 的 ( 忆 第 二 章 )， 

证 ,1) 必要 性 。 设 请 是 紧 (072) 型 空间 8 的 子 窗 用， 秃 末 恢 定 理 
8, 呈 是 全 正则 的 ;而 依 第 二 章 $3 定理 1 于 的 奸 , 它 的 子 窄 半 吾 也 基色 
正 肌 的 ， 
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2) 充分 性 . 设 加 是 至 正如 空间 , 郑 未 依 第 二 章 33 定 理 1 的 5° 及 
本 章 定 理 了 下 的 例 , 可 知 吾 是 一 个 紧 (To) 型 空 浊 的 子 空 肖 ， 

定理 11。 需 了 拓 朱 空 间 召 是 一 个 正规 容 间 的 子 窑 肝 ,必须 下 失 须 
酝 是 全 正则 的 ， 

广 。 定理 10 和 定理 11 说 明 从 正则 空间 在 拓 拉 学 中 的 普 怕 性 ， 

座 ， 和 如果 巴 是 正规 窗 间 8 的 子 宠 天 ， 旧 来 ,由 於 S 必 是 全 正 山 的， 
吾 也 是 全 正则 的 .反之 , 道 命 题 可 以 伍 定 理 10 的 充分 性 一 峡 地 芒 明 ， 

定理 12. 篇 了 拓 搂 空 则 召 是 时 的 ,必须 是 只 须 其 中 任 一 自序 族 的 
甫 减 不 空 并 集 必 有 非 襟 的 交 , 即 如 果 

FORE IOF oD, Fo, Fo = FP,, 
及 上 (ax 是 不 超 通 一 个 固定 新 数 m 的 序数 ) (3) 
MNF, 8. 


oo 
证 。1) 必要 性 发 百 基 紧 罕 昌 ， 而 人 io 是 谊 是 条件 (83) 的 一 
族 不 室 闭 集 . 耻 其 中 任 音 有 井 多 桐 并 下 , 氨 妨 设 训 之 之 
a 


已 
而 天 下。 一 门 五 。，， 
= ] 


答 而 1} 是 蛙 空 间 吾 中 一 个 具有 富 严 性质 的 于 集 族 ,所 以 ncooPa 天 
关 WB, 

2) 充分 性 设 吾 广 足 定理 中 的 钳 件 。 姑 蔽 吾 不 是 穴 的 ,了 时 林 吾 中 
必 有 一 表 集 族 省 = {Ge}eer, 使 甸 组 成 吕 的 寄 访 ， 牙 且 任意 有 究 多 个 
,的 余 直 是 如 , 售 取 驴 篇 满足 上 述 休 件 且 势 壤 最 小 的 窗 瓷 , 汪 炒 ,全 的 
辈 一 定 是 扰 突 的 ， 我 们 拒 6 中 的 集 良 序 成 {G41, 伍 对 於 每 个 Go < 后 ， 
当 全, 表示 和 集 族 

Go = {Gpl GAE@, Bal 

时 , 省 。 的 势 小 於 包 的 巩 . 事实 上 ,只 人 须 苯 上 明 可 以 作 一 个 和 殿 甸 等 艺 的 良 
序 集 名 ,使 刁 的 任意 段 和 9 = 19plapE 四 ,< ai 的 势 小 办 日 的 移 一 一 
因 往 间接 条 习 与 备 之 间 的 一 一 尖 订 就 可 以 使 全 良 序 如 上 了 。 如 果 鱼 


第 三 章 欠 证 111 


本 身 就 已 辉 过 样 地 自序 了 , 那 末 叙 明 已 纸 完 了 。 否则 , 必 存 在 Ga 久 ， 
使 入 的 执 等 庆 各 的 势 。 设 oo 是 满足 这 一 条件 的 庄 a 之 中 的 第 一 个 ， 
得 ' 末 如果 Gp 名 6 , 必然 8 之 wm, 和 从 而 Bp 的 势 小 座 加 的 势 ( = 久 。, 的 
势 )。 喜 是 久 。 就 是 所 求 的 良 序 集 习 ， 

识 Ge 全 ,而 分 了 a 表示 百 中 不 在 任何 Ga( 月 和 < ) 中 的 点 所 壮 成 
的 集 . XX, 不 是 襟 的 , 因 肯 否 有 全 ,U1Ga) 组 成 声 的 履 昔 ,而 过 一 集 族 是 
久 的 子 族 , 莫 且 UU 1G, 的 势 等 雁 6B 的 势 ( 因 篇 @- 是 具有 扰 萌 势 
的 ) ,於是 依 关 於 有 的 芍 的 标 小 性 假定 ，@s 的 荔 等 专人 的 过 , 和 与 上 桓 所 
识 Su 的 茹 小 稚 人 @ 的 茵 相 背 。 由 此 ，{ 空 。}。 是 一 个 于 减 的 不 空 朋 集 的 
良 序列 , 依 定理 的 假定 , 站 .总 。 译 沙 合 一 个 点 xX%6, 但 

CCOC = CG,, 
天 已 wocCee, 即 加 不 属於 任意 Ce 和 ,明生 是 吾 的 绰 昔 过 一 假定 相 
背 ， 属 完 ， 

定 闵 5. 设 和 4 是 拓 灾 空间 马 中 的 点 集 ， 玉 中 一 点 mm 叫 作 集 妹 的 禹 
密集 点 ,是 指 狗 雁 加 的 任意 几 域 .了 na4 与 4 是 等 势 的 ， 

广 。 乏 密集 点 必 也 是 碎 集 点 ;全 反 之 不 时 ， 

合 。 在 数 雷 米 于 中 ,一 区 加 的 端点 是 近 际 问 的 极 密 集 黑 ,又 设 乞 珠 
示 尼 中 浊 到 1 之 则 一 切 有 理 数 点 生态 间 [1, 2 合 代 粗 成 的 人 牺 ， 潭 未 0 
是 4 的 义 集 点 ,但 不 是 4 的 要 密 集 蔓 ， 

定理 13 (Chittenden)。 往 了 拓 拉 空间 巨 是 辊 的 ， 必 须 且 只 顷 其 
中 年 个 扰 帘 第 必 有 一 极 密 集 点 . 

广 。 齐 是 数学 分 析 中 Bolzanv-Weierstrass 定理 推广 的 另 一 形 
式 . 

座 。 必 要 性 ， 设 吾 是 紧 空 间 ; 识 有 一 无 证 集 4 乱 极 窗 集 凡 , 指示 当 
榨 每 个 4 五 ， 必 有 的 一 枫 浊 域 Fo, 使 Fon4 的 画 小 苓 4 的 势 . 
iVolesp 尘 巨 的 办 人 芋 ， 恢 请 的 紧 性 ,存在 有 冉 多 和 个 点 tj,…. &， 合 
{Taheten 是 百 的 才 攻 . 潮 嵌 、 


UVanA4) = A. 


i= 
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但 如 果 有 寅 多 由 基 数 之 和 等 於 一 个 扰 罕 基数 ， 那 未 和 中 必 有 一 项 奥 得 
个 振 寡 基数 相等 , 奥 上 面 取 了 时 的 假定 相 背 ， 从 机 4 在 五 中 必 有 一 个 
枝 窗 集 点 . 
2) 充分 性 ， 设 拓 拉 空间 百 满 足 定理 中 的 条件 , 即 五 中 每 一 无 认 集 
上 几 有 一 个 么 密集 点 ， 考 察 妃 中 一 个 扰 宕 良 序 的 有 如 沽 洗 空 玫 集 列 
FOFsDO DF FB, do. 

我 们 来 葵 明 谐 局 的 交 非 空 。 如果 存在 一 个 4, 使 fa = Fan 一 …, 于 
末 苯 有 阴 完 灶 ， 军 央 可 取 一 序列 {zp} ,使 16} 是 {a)aia 的 共 尾 子 列 ,而 
wa EE Fp、 Fen, 
1zp} 成 篇 一 个 扰 帘 点 集 ， 所 以 恢 假 定 , {xp1 有 一 种 密集 冉 加， FF 是 
是 团 的 ，!telsze 是 Fu 中 优 寡 点 烈 ,所 以 zeE Po = 下, 而 道 对 雁 一 切 

(< 之 0) 成 立 ， 雁 是 恢 定 理 卫 , 吾 的 坚 性 一 了 明了 。 


s 2， 艳 对 阴 的 (7) 型 空间 


定 闲 1， 所 鹿 拓 拉 空 间 召 颈 入 拓 朱 空间 下 中 ,是 指 吾 同 胚 巩 豆 :的 
一 个 了 于 空 册 .于 时 和 沈 季 埋 趟 见 , 岂 说 实 间 包含 空间 五 

定 蒜 2. (Ta 型 空间 五 呢 作 稳 对 于 的 (72) 型 空 和 , 草 称 作 互 - 闭 
的 ,是 指 它 在 任意 对 它 作 也 空前 的 (7T2) 型 室 间 中 是 并 集 。 

定理 T(AxeKcaHaponp-yPHcoH)， 需 了 (Ta) 型 实 间 五 是 吾 - 肖 宰 
间 , 必 须 且 只 须 由 品名 每 一 履 蔓 中 可 栈 出 有 祷 多 俩 点 集 来 ,使 迁 些 贴 集 
的 屏 企 五 中 稳 密 . 

证 ,1) 必要 性 。 谢 殖 是 互 -于 空间; 敲 吾 不 满足 定理 的 人 条 住 ,机 
来 存在 和 过 空 出 的 一 个 无 罕 履 昔 11 = 19) ,使 对 然 间 中 任意 有 项 多 个 天 


集 Ci， sy 他， 五 、\、 UG 蚌 不 空 的 。 在 五 中 流入 二 ， 使 它 成 需 梨 


Bi = U18}。 今 在 囊 中 引入 拓 搂 粘 构 如 下 。 互 中 各 点 的 针 域 仍 当 
作 和 这 点 在 马 , 中 的 夺 域 ,而 对 於 新 深入 的 点 对 於 由 1L 中 任意 取出 的 
有 喷 多 个 肛 集 G, ey Gf, 个 


1) 注意 空间 吾 : 血 含 罕 间 召 , 奥 业 互 ; 包 贫 集 吾 不 同 ! 
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ZE) = ‘$1U(EN U 6.). 


闽 取 一 切 半 锐 作 成 的 U(#$) 作 需 二 在 西 中 的 基本 关 域 祖 ， 不 崔 王 朋 ， 
融 些 U(&) 确实 满足 作坊 基本 潮 域 硼 的 一 切 要 求 。 娄 是 本 成 稿 拓 朱 
灰 间 , 莫 包 含 巨 作 篇 它 的 子 空间 、 篇 了 证 月 互 是 (To) 现 的 ,只 须 合 明 
对 蕉 任意 XE 瑟 , 2X 粤 # 症 轧 中 有 不 相交 的 痢 域 . 事实 上 ,内 须 取 1t 中 
含 工 的 一 个 开 集 ,六 到 D8) = {UCG, 屠 未 UNG=WB， 角 
然 在 囊 中 每 个 CU(&) 含 内 外 的 点 , 5 是 集 巨 在 杨 中 的 积 集 点 ,所 以 
五 在 妞 ,中 水 是 阅 集 . 於是 与 百 是 再 -半空 间 奢 一 假定 矛 层 . 
2) 充分 性 . 今 膝 如 上 虹 空 间 巨 满足 定理 中 的 条件 ， 那 末 它 必 是 五- 
有 闭 的 ， 设 Ei 是 一 个 拓 搂 空间 ， 其 中 含 一 点 集 4 导 已 同 胚 ， 取 
$B NN 有， 我 们 要 说 明 & 不 是 4 的 研 集 点 , 换 句 话说 ,我 们 要 做 朋 有 4 
在 和 4U{$}) 中 是 于 的 ， 事实 上 ,对 秦 和 4 中 每 一 点 ,到 它 在 4U 1{S) 中 
一 个 天 部 域 0,, 使 #0。， 证 是 因 篇 A4U {全 ) 是 (Ty) 型 空间 ,从 而 二 
有 一 痢 域 与 + 的 一 司 痢 域 Us 不 相交 ， UV 在 和 4 中 是 开 集 ,而 它 在 妇 4 中 
及 在 4UIS} 中 的 于 包 依 上 述 是 相同 的 。 {如}xea 是 人 4 的 覆 蕾 ,以 
假定 , 由 大 4 与 召 的 同 胚 关 怪 , 必 存 在 有 窗 多 点 说 , …，, zeE4， 使 


LU 0 = 4， 弃 然 每 个 可 。 是 在 A4U1E) 中 于 的 ， 它 的 导电 是 在 
之 = 


六 U 1 中 阴 的 。 於是 4 在 和 Us 中 是 于 的 ， 艾 完 ， ~ 

柔 . 每 个 时 (72) 型 空 尚 必 是 吾 - 半 的 ， 

赫本 系 的 揽 不 成 立 。 事实 上 ，A:TekcaBEpona 康 ypbtcoa 第 一 
次 作出 了 五 -并 的 非 肾 空间 的 例 。 我 们 将 在 下 面 既 这 样 的 例 . 

定 闵 3， 设 巨 是 拓 淡 空间 ,1 A641oe 是 已 中 某 一 集 族 。 所 谓 吾 中 的 
点 x 启 典 集 族 14ojuer 的 拓 搂 上 限 第 "过 集 表示 成 开 {EE )， 是 指 z 
的 任意 淹 域 0; 必 与 抵 寅 多 个 44 相交 ( 即 存 在 无 罕 包 个 标 屿 ww ， 合 
(44 NU0Us) 关 旬 ,但 庄 4 之 中 可 能 有 相同 的 集 );， 所 谓 点 x 属 众 集 族 
{有 4 的 拓 朱 下 限 箱 "{ 演 集 丧 示 成 由 和 E67), 是 指 的 任意 部 城 下, 至 

1) 注 沿 民 信 航 的 上 限 集 导 下 了 肢 保 不 同 , 褒 是 指 
Tim 4 一 六 UU At, lim d= DU Nn Ai:, 


Ld 和 三 】 大 六 独 三 】 大 加 起 


多 和 收 有 需 多 个 4。 不 相 纶 (其 于 多 有 有 帘 交 个 标号 oa， 使 
AaNVs = BL i). 
定理 2 {AnercannpoB-YPpbCOH)。 篇 了 (TW) 型 条 搂 坊间 串 是 于 - 
阴 的 ,必须 且 只 人 须 其 中 任意 一 中 心 的 采集 族 必 有 不 空 的 拓 朱 下 限 集 . 
末 。 1) 必要 性 ， 弯 所 是 吾 - 于 空间 ， 而 起 严 中 有 中 心 天 焦 族 
{Gelzel, 个 
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Cn 


tIG)} = $. 

邻 在 巨 中 添 入 新 点 ,而 六 U Ti = 上 1 中 ,规定 的 一 个 基本 思域 组 
篇 几 作 如 下 疹 式 的 集 的 全 体 : 

OF = {EU {GN NG,,), 

其 中 Go {Go) (1 之 1 之), 久 是 任意 自然 束 ， 如 果 wE 马 , 那 未 设 并 
在 五 : 中 的 一 个 基本 部 域 闻 铀 巨 中 的 痢 域 宙 相 同 。 不 区 看 出 ，{0Oe} 碎 
滴 满 足 蕉 本 痢 域 粗 的 定 闵 。 我 们 说 阴 如 是 (Tz) 型 空间 。 事实 上 , 取 
tt 百 , 邢 末 ZE 区 = 上线 1 从 而 必 存 在 扰 窗 多 悦 alal ya， 


三 存 存 在 百 中 的 潘 域 下 ,使 
VNG, = @ (= 1,2,.), 
关 此 ， 
TN EUG,) = @, 

从 而 2 鞭 < 是 独 城 分 风 的 . 得 了 菩 明 定 吾 的 必要 性 , 剩 下 的 只 是 王 明 
在 吾 中 ,点 是 巨 的 积 集 点 。 事实 上 ,fo 饶 是 中 心 族 , 的 任意 洱 
域 Os 必 合 巨 忠 的 点 ， 必 要 性 十 完 ， 

2) 充分 性 .有 融 吾 不 是 五 - 闭 次 闻 ， 那 未 存在 (7T2) 型 空 间 五 = 
二 如 UU{#)} ,使 和 在 吾 中 不 是 释 立 点 .了 到 二 在 瑟 , 中 的 一 个 融 半 域 0。， 
耶 末 Gu = Oo 入 1 是 五 中 的 需 焦 ， 一 切 演 样 的 开 集 Ge 组 成 召 的 中 
心 表 集 族 ,了 罗 坊 任意 有 窜 多 个 0。 的 交 仍 是 二 的 潮 域 ， 和 从 而 与 五 相交 ， 
台 弃 是 (To) 型 空间 ,对 共和 任意 WwW《 忆 , 必 存 在 它 的 一 咎 淹 域 人 WV 与 的 
一 咎 当 域 Of ,使 

VN Oe = 9, 
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Os 中 必 包 舍 手 寡 多 个 未 同 的 二 标的 部 域 , 因 其 百 旭 Os 中 内 包含 # 肾 
的 有 帘 多 人 竹 浊 域 人 yy 0, ; 奢 末 
vos 


天 三 1 
是 点 的 半 城 ,而 和 过 痢 域 王 不 能 再 包 合 要 外 的 点 , 因 坑 若 珀 合 一 器 堆 
二 的 点 ,由 由 锥 空间 的 7.) 分 雌性 ,6 仍 有 -一半 域 不 舍 放 点 ,而 过 将 城 
与 了 的 突 是 上 的 一 个 包含 在 忆 中 的 部 域 ,得 出 矛 贿 。 但 悍 样 上 就 成 各 
中 的 白 立 点 了 ! 关 此 下 ; 与 的 无 竺 多 个 儿 域 不 相交 ， 即 [外 多 
罕 多 个 Gs = Os、 fi 不 相交 ,所 以 不 在 著 16,} 中 > 了 婚 是 居中 
任意 点 ,所 以 


lt {Gel 二 多， 
定理 3， 儿 五 -也 正剧 襟 滥 必 是 紧 的 ， 
证 . 恕 名 = 4G) 是 如 - 消 正 则 空间 巨 的 震 蓝 ， 狼 雁 每 占 x EE, 取 
仿 的 一 个 开 集 也 使 也。 3*， 依 空间 的 正 央 性 , 取 & 的 阴部 域 下 ; ,使 
TCU {Vsjses 也 是 巨 的 履 刻 , 依 空间 的 有 H- 于 性 及 定理 1, 可 取出 
胡 宣 多 个 点 x ,…, zw 五 来 ,使 


(VY, = 五 . 


一 ] 


友基 1u jisn 是 由 忽 取 出 的 五 的 有 察 履 蒜 ， 五 的 紧 性 从 完 。 
系 1， 篇 了 (To) 型 空间 是 紧 的 ， 必 须 且 只 须 它 是 正规 的 态 - 闭 空 
则 。 
起 .1) 必要 性 由 定理 1 工 的 夺 王 $1 的 定理 7 直接 推出 ， 
2) 到 分 性 。 因 舌 正 规 空间 必 是 正则 的 ， 
条 2. 下 面 认 种 类 型 的 柄 杰 空 间 是 家 同 的 : 
1 。、 蛙 (7T) 型 空间 ; 
2"。 正 则 紧 窟 间 ; 
3 。 正 规 紧 空间 ; 
4 -正则 羡 - 闭 容 间 ; 
5°。 正 规 吾 - 财 空 间 . 
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广 . 存在 非 案 的 (事实 上 ,更 淮 一 步 ,存在 非 正 轴 的 ,五 -于 空间 ( 昂 
定好 1 二 的 广 )， 
倒 。 戎 察 一 切 数 仿 
ofa wd tl! 
的 集 41w1), 寺 是 序数 , w1 是 第 一 个 不 可 数 的 序数 。 规 定 
(oa, ty < (0', t"), 


是 指 

ea 而 熙 六 任 瘟 , 或 = o 而 < 
得 时 ,在 4fo 中 深 加 一 点 上 ,而 组 .成 集 

Ew Utd}. 

在 厂 中 引入 后 朱 业 构 如 下 : 如 果 2 = (a, 相 EE 4twj), 屠 末 zw 的 几 域 规 
定 篇 含 六 的 任意 区 间 

1B, 3)1(B, Ss) < (PB, s) < (Bs, 52)}, 
下 


游 


{Bi, S10) < (0, t) < (Bs, 52), 

而 0 和 35, 之 1; Bi By < 之 wi， 对 次 是 #, 规 定 它 的 券 域 需 0g, 其 中 
1 所 8 一 ea 而 

Og = iuUilotbiasa<oy0<t<1). 
过 宗 间 是 (72) 型 的 ,但 在 点 不 正则 ,从 而 不 是 里 的 。 邻 获 它 是 这- 于 
的 . 

到 空 浊 吕 的 某 独 蔚 贡 :4 由 E 中 捉 的 一 些 惧 上 面 规 定 的 泌 域 得 成 . 

# 斌 不 包含 在 任意 黑 认 8 点 2% 的 任意 痢 域 中 ,在 4 中 地 少 有 一 个 Og， 
时 来 

Op = {é1Ul(a, iP Ee on Et). 
集 

五 八大 = 0, ilsa<ph,0stel) 

质 直 线 线 眉 的 积 空 柄 同 胚 ,所 以 是 坚 的 或 是 察 集 的 子 集 ， 因 此 , EDs 
由 44 中 有 穴 多 个 集 覆 蕾 。 进 样 , 遗 有 罕 多 个 集 的 于 包 奥 Ge 的 忌 等 堆 
吾 ,从 而 依 定 理工 , 百 是 五 -于 的 。 
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替 ， 仿效 定义 1， 似 和平 也 可 以 提出 〈7。) 型 与 (TL) 型 袍 对 了 闭 的 空 
间 的 问题 ， 但 泛 两 问题 都 是 不 足 道 的 。 

我 从 首先 址 明 , 任 音 不 空 的 (7T。) 型 空 间 已 不 是 契 针 于 的 , 到 就 是 
说 , 必 存 在 一 个 含 它 的 《To) 型 空间 EB,, 使 EE 在 五 : 中 不 是 于 的 ， 事 窟 
上 ,会 

E,= EU{#}, - 

是 添加 到 区 的 一 个 元 、 如 果 wE 吾 ,分 # 在 如 中 的 轩 城 等 谎 其 在 百 
中 的 那 域 或 过 种 都 域 添加 上 点 上 ， 和 而 令 的 唯一 痢 域 是 忆 ,, 邯 末世 | 是 
(7o) 型 的 ,而 已 在 吾 ; 中 不 是 并 的 , 因 篇 是 在 本 中 的 积 集 点 . 

再 考古 绝对 闭 的 (了 1) 型 空间 的 问题 。(2) 型 空 师 叶 作 条 对 并 的 ， 
是 指 它 在 任何 包含 它 的 (T1) 型 空间 中 是 月 和 集 ， 显然 任意 有 器 (T,) 型 
空间 必 是 (了 1) 型 袍 对 闭 的 。 仿 芋 凡 扰 朝 (T1) 型 空间 不 是 (7T,) 型 契 
大 于 的 ,从 而 (71 型 净 对 了 半空 站 奥 有 髓 空间 是 等 价 概 念 ， 事 宵 上 , 说 
吾 是 无 莫 的 { 科 ) 型 空间 ; 设 已 = 加 UU 舍 }) ,而 是 深 加 樵 玉 的 点 。 如 
果 zx 五 , 那 末 全 工 在 画 中 的 部 域 等 认 其 在 二 中 的 郑 城 ,或 道 种 关 域 再 
加 添 点 志 。 对 从 点 才 , 取 

(5) = {0ZU 入} [2Z 表示 思 中 有 避 集 }， 

那 末 五 是 (TL1) 型 襟 间 , 而 吕 在 Bi 中 不 是 于 的 , 因 需 二 是 吾 在 吾 ; 中 的 
积 集 点 ， 

我 们 还 可 以 提出 径 对 闭 的 全 正则 空间 或 正规 窑 间 的 问题 ， 即 什么 
全 正则 (或 正规 ) 空 闻 是 在 任何 包含 它 的 全 正则 (或 正 现 ) 空 间 中 都 是 于 
的 ? 依 31 定理 10, 凡 全 正则 空 阐 吾 必 是 一 个 紧 (T,) 弄 襟 间 到 的 子 
守 间 ,而 如 果 吾 在 可 中 是 闭 的 , 那 末 依 81 定理 3, 万 必 是 (T,) 刑 哑 突 
曾 ， 反 之, 依 定理 3 系 2, 凡 (72) 型 里 容 间 必 是 绝对 闭 的 全 正则 (正规 》 
实则 ， 

定 藉 4， 拓 搂 襟 间 包 的 覆盖 11 = {Gheer 是 作 ”用 洲 ， 是 指 1 中 
每 个 集 Ce 的 阴 包 Ce 必 包 含 在 14 中 的 一 个 集 Gx 中 ; 即 3 Gk 《41, 使 
GEOG.,., 

定理 4tBaiin6epr, H. M.)， 短 了 正则 空当 瑟 是 (2) 型 空间 类 中 
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的 络 对 开 的 ( 即 它 在 任何 包含 它 的 正则 空间 中 是 开 集 )， 必 须 上 且 只 有 由 
瑟 的 每 个 了 履 蔓 可 以 取出 它 的 一 个 有 窗 覆 昔 ， 

证 .1) 必要 性 . 识 记 是 (T,) 齐 空 间 类 中 的 总 关 阴 空间 ; 设 
== 1Gi 是 吾 的 一 个 > 禾 蔓 ,而 嫩 识 其 中 任意 有 帘 多 和 个 元 不 能 形成 EE 
的 禾 攻 ， 圣 礁 且 , 沫 入 一 点 全 忆 二 歼 U 人 1 ,在 五 :中 引入 拓 拘 结构 
如 下 :如 2E 吾 , 那 末 全 2 在 匹 :中 的 畦 域 册 它 在 五 中 的 可 同 ， 半 亦 11 中 


任意 有 器 多 个 集 Gi(1 委 1 妥 2), 瑟 \ 人 G; 不 可 能 是 空 的 , 因 乱 否 
t=1 


则 恢 ” 腹 蔓 的 定义 , 必 在 在 G+ E41, 使 G1 汪 G;, 代 而 {Gilieien 是 吾 的 
性 董 , 熏 假 定 相 背 . 命 


U(#) = (#}U(BN U 5). (1) 


这 檬 , 对 苓 贡 中 任意 有 库 多 个 集 Gi(1 所 电 加 ,可 以 作 一 如 上 的 U5)， 
邻 取 几 莹 柑 的 UC&) 作乱 二 在 思 中 一 个 基本 痢 起 般 一 一 不 座 济 明和 让 
个 组 确 能 满足 基本 思域 祖 的 休 件 。 关 榜 吾 成 需 拓 杰 宏 间 。 我 们 著 朋 
吾 : 是 正则 的 ， 而 入 了 葵 明 这 一 步 ， 依 定理 1 的 苯 朋 (由 此 得 知情 是 
(Ta) 型 空间 ) 奥 第 二 章 82 定理 1, 只 须 病 明 对 去 & 的 任意 轩 域 De )， 
敢 有 二 的 一 个 轩 域 了 (6) ,使 FSJCDIE)， 事实 上 , 合 D0E) 作 (1 中 
的 形状 ,而 取 Gy E414, 使 G} 二 G1. 分 


Ve) = {§}UjBN U 3 外 


我 们 苯 明 PCE) CUGE), 即 UE CCTVIE)， 篇 此 , 设 Xo& G1， 师 未 


me GF, 而 G? 是 t% 的 郑 域 ( 因 篇 G+ 是 队 集 )， GFN VE) = 多 , 即 
Xot PE)， 从 而 吾 的 正则 性 证 明了 、 妍 然 的 每 个 痢 域 De) 含有 
以外 的 点 , 即 召 中 的 点 ( 因 需 

E、 () G8), 


所 以 二 基 五 在 五 中 的 积 集 蒜 , 即 五 不 是 五 ; 中 的 于 和 集 , 和 与 假定 了 矛盾. 必 
要 性 如 明了 
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2) 充分 性 ， 讼 巨 满 足 定理 中 的 条 件 , 取舍 五 的 一 个 正则 空间 尽 ， 
信 等 同 巨 奥 ;中 那个 和 与 它 同 胚 的 于 - 宏 障 ， 考 《EB 入 加， 入 了 襄 明 
电 在 ,中 是 于 的 ,内 须 证 明 & 不 是 巨 的 积 集 点 。 事实 上 ,对 矢 百 中 每 
个 点 ,可取 共 在 吾 U($) 中 的 一 个 有 痢 域 DT , 使 三 -与 的 一 个 (在 
世 U(#) 中 的 ) 属 域 Us 不 相交 ， 因 过 记 间 是 正则 的 ,05s 合 # 的 一 个 湖 
域 的 于 包 古 ;, 代 而 Cs 三 VV; 是 开 集 且 仿 Us 的 了 包 0.、 类 於 了 
由 於 了 en 到 se = 钊 , 依 同 榜 推 理 可 知 ; 合 在 一 个 脂 集 中 , 而 这 开 集 不 
含 二 的 某 一 痢 域 的 陆 包 。 进 梯 稻 车 下 法 ,显然 天 程序 是 扰 止 境 的 。 把 
所 有 党 些 集 的 公 体 是 作 了 开 集 族 革 ,于 末 各 成 瑟 的 一 个 ?+ 覆 蓝 。 依 定 


理 的 假定 ,可 以 由 1 中 取出 有 窜 多 个 集 口 , …, 局, 来 ,使 LI 再， 
点 一 ] 
售 上 面 已 元 必 明 的 部 分 , DcCB, 即 Ui 在 百 中 奥 它 在 吾 U 1 中 的 阳 
包 是 相同 的 .因此 至 = |) DU; 在 加 U 人 ) 中 是 用 焦 ， 证 完 ， 
志 一 ] 


3 3， 局 骂 震 空间 


定义 1I， 拓 抱 空 闻 五 叫 作 是 环 缠 点 zx 五) 处 紧 的 , 是 指 竹 车 有- 
个 具有 了 紧 路 包 的 券 城 。 拓 税 空间 已 时 作 局 部 坚 的 ,是 指 互 妹 和 绪 它 的 每 
个 此 是 紧 的 。 拓 搂 空间 中 的 集 叫 作 局 部 紧 集 .是 指 和 齐集 看 作 子 空间 是 
一 个 局 部 紧 空 浊 

但 1， 紧 空间 必 是 局 部 坚 的 ， 

馈 2。 数 直 栽 是 局 部 紧 的 ,但 木 是 紧 的 。 

位 3， 设 歼 是 一 个 良 序 集 ,办 以 51 定 闵 4 下 例 中 所 玉 的 闭 种 析 拉 
车 构 , 击 末 ,由 那个 例 中 的 妊 朋 不 锥 看 出 ,如 果 巨 没有 最 大 元 , 巨 是 局 部 
紧 空 周 . 

定理 1， 逢 了 拓 朱 空 前 五 是 局 部 紧 的 ,必须 县 只 须 百 有 一 开 半 ,而 
这 其 中 的 集 的 阴 包 都 是 姨 的 ， 

证 1) 充分 性 。 不 待 串 . 

2) 必要 性 . 设 吕 是 局 部 聚 的 ; 裔 1- {0}) 是 吾 的 一 个 基 ; 二 ,VV} 
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表示 五 中 凡 有 具有 肾 闭 包 的 开 梨 所 硼 成 的 梨 族 。 钱 然 U NVcTY,， 
UNVYcV, 所 以 ZnF 是 紧 集 如果 你 是 开 集 ,而 ze 印 , 那 未 必 存 
在 一 个 DT 后 ,使 2 了 和 环 , 间 月 存在 下 E, 使 PP 38( 定 闵 1)。 堆 是 
reUNYFcHT， 所以 

‘UNVIDVENU,TES,) 
是 五 的 东 . 其 中 每 个 集 的 于 包 是 肾 的 、 束 完 . 

定 蒜 2 ‘(Azercatnpos, TJ，C.)，. 所 谓 拓 搂 空 六 巨 的 单 贴 聚 化 ,是 
指 一 个 包 合 吾 的 坚 (T,) 型 空 肖 妃 , 使 五 = U1{4) 只 比 吾 多 舍 一 
侦 帖 ， 

定理 2。 需 了 拓 朱 空间 已 有 单 捉 沦 化 ， 必 须 且 只 须 它 是 局 部 紧 
172) 型 空间 。 在 划 柑 的 休 件 下 ， 虽 点 紧 化 ( 除 司 豚 者 不 计 外 ) 是 一 意 
的 。 

束 . 1) 必要 性 。 发 下 有 单 点 紧 化 , 依 定义 2, 存 在 紧 (72) 型 空间 
五 一 瑟 Ulei。 避 2 五 , 那 末 由 喜 吾 是 (7) 型 空 闻 ,zx 有 一 痢 域 让 
与 的 某 导 城 书 不 相交 ,过 就 是 及 , cE (了 袁 示 下 在 中 的 开刀 )， 
由 於 Bl 是 里 的 , 依 8T 定 理 3, 下 是 坚 的 .五 的 局 部 紧 性 址 完 ， 

2) 充分 性 ， 证 吾 是 局 部 贤 (7a) 型 窗 间 ,对 於 百 添 加 一 点 wa ,去 基 
得 出 集 瑟 := 五 U le 来， 如果 2 五 , 刚 取 守 在 吾 中 的 基本 半 域 相 作 需 
它 在 名 中 的 基本 痢 域 入， 如 果 % = 04, 取 瑟 中 紧 集 4, 全 站 = 吾 改 和， 
张 且 凡 L 和 这 楼 的 集 作 需 w 在 吾 ; 中 的 基本 轩 域 和 机， 由 太一 个 空间 中 有 窜 
多 友 集 的 儒 仍 是 紧 集 ， 芷 且 在 〈2.) 名 空间 中 ， 罕 集 必 是 于 集 ， 从 而 
吾 人 入 是 五 中 并 和 集 。 不 内 看 出 上 省 的 集 稻 钦 实 满足 基本 淹 城 组 所 应 
潇 足 的 条件 。 於是 避 , 成 需 拓 把 窗 间 ， 吾 是 (TD) 型 空间 , 因 入 如果 
4《 吾 ， 那 末 取 z 在 局 部 紧 窑 肖 吾 中 的 一 个 肾 轩 域 下， 那 林 百 改 了 是 
的 痢 域 ， 且 与 w 的 潮 域 不 相交 。 取 国 的 一 人 覆 营 11， 世 中 几 有 
一 含 & 的 其 靠 G， 恢 上 的 导 域 的 规定 ， 必 存在 一 个 百 中 紧 傈 及 ,使 
有 改 4CC. 是 紧 集 4 的 履 莉 ,从 和 而 了 中 有 有 喜多 个 并 和 集 G1,…, G，， 
使 J G>4， 从 而 1G, Gu …， Go 成 筑 从 1 中 愤 出 的 吾 的 蔬 攻 . 


i=1 
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苏 是 得 知 五: 是 紧 空 间 。 上 所 以 五 矿 有 单项 内 化 ， 

现在 以 明 单 点 紧 化 ( 除 同 肘 外 ) 的 一 意 履 。 试车 察 中 点 4 的 天 
池 域 六。 因 篇 CV 是 紧 空 于 吾 中 甫 集 , 所 以 是 紧 集 , 且 包 合 於 号 中 、. 
因此 要 作 五 的 音 点 紧 化 , 添加 的 于 点 的 痢 域 必须 含 一 个 百 中 紧 集 在 五 
中 的 社 集 到 之 , 凡 互 中 紧 集 在 吾 : 中 的 袜 集 必需 上 的 痢 域 、 事实 上 ， 
讽 取 是 互 中 紧 续 ， 由 於 五 : 是 (Ta) 型 空间 , 故 对 任 一 二 上 64, 三 的 一 
贫 剖 城 DU 和 吕 的 一 个 颌 域 Tz， 伍 Un Va = $$, 得 由 妇 的 紧 性 ， 


FA, Ka, 人 (U24. 个 
i 二 1 
U = (J U,, 
ji】 
v=- NVe, 
t=1 


则 下 需 4 的 痢 域 是 UNT = 六。 於是 百 疏 4 下 人 已 227， 因此 ， 
二 点 蛙 化 的 拓 摘 结构 一 章 克 定 。 伍 完 ， 

广 1， 由 此 可 知 ,局 部 聚 (7T2) 型 空间 的 一 租 特 微 , 态 是 它 是 紧 (T,) 
型 空间 中 的 册 集 ， 

广 2. 在 定理 2 中 ， 恕 果 五 是 (7i) 型 的 (3 所 ; 和 4)， 那 末 画 也 
是 {7T;) 型 和 的. 过 是 因 乱 紧 空 沿 必 是 (73) 与 17 ) 型 的 。 

桶 .局 部 紧 (3s) 型 空间 必 是 至 正则 的 ,从 而 是 正则 的 ， 

旗 . 局 部 紧 (7T3) 现 空 且 必 是 一 个 紧 (7T2) 列 空 间 的 子 空 间 ,而 坚 空 
油 的 于 空 洁 必 是 全 正剧 的、 庆 完 . 

圭 ， 局 部 靶 (了 ) 型 空间 不 必 是 正规 的 。 

例 。 考察 第 二 章 35 开 好 处 的 那 竹 例 中 的 空间 驴 =SN{(w, w)}， 
得 喜与 = {(a, Byla 室 wi 让 守 ww), 0, 户 表示 序数 ，w 是 第 一 个 超 寅 
序数 ,wl 是 第 一 个 不 可 数 的 超 帘 序 数 。 汗 翌 S 古 雨 个 取 (ZT) 型 袜 间 的 
积 空 沿 ,和 从 而 仍 是 察 (Ta) 型 空间 。 内 此 3 是 局 部 紧 (T2) 型 空间 。 但 
在 第 二 章 35 中 已 沟 征明 3 不 是 正规 的 。 

定理 3. 在 一 局 部 聚 (To) 型 空间 吾 中 , 凡 并 集 或 于 入 必 是 局 部 肾 
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集 . 

证 . 1) 设 世 是 瑟 中 于 集 、 名 於 zxE 4, 取 z 在 召 中 一 个 具 甩 肾 闭 
包 的 关 域 下 , 音 末 VN 4 是 + 在 于 空间 4 中 的 剖 域 ,有 FRAcFN 4， 
和 从 而 了 太 近 是 紧 集 且 合 艾 4 中 . 所 以 4 是 局 部 紧 的 。 

2) 设 妇 4 是 吾 中 开 集 ， 裔 x 有, 到 z 在 已 中 的 具有 聚 娶 包 的 潮 城 
,使 VCVc4， 证 依 定理 1 与 定 理 2 的 系 是 可 能 的 .图 是 下 就 是 了 
在 子 空 划 盘 中 的 具有 紧 于 包 的 甘 域 ,从 而 4 是 局 部 紧 的 ， 

定理 生 。 各 了 积 空 章 五 一 erk, 基 局 部 紧 的 ,必须 旦 只 须 请 因子 
空 曾 中 除 有 索 多 个 以 外 都 是 紧 的 ， 而 过 有 罕 多 个 除外 的 因子 容 间 都 是 
局 部 紧 的 ， 

设 . 1)》 必要 性 ， 闹 五 是 局 部 察 的 。 融 2E 瑟 ,az 一 (ae)。 取 的 
一 个 紧 券 城下 , 依 积 空 间 的 定 闵 ,TV 在 五。 中 的 投影 除 有 香 才 个 以 外 就 
是 吾 . 本 身 ,从 而 识 因 子 空间 除 其 中 有 窒 多 血 以 外 都 是 紧 的 , 因 篇 投影 
是 连 精 峡 像 ， 在 壮 些 紧 的 因子 实 阁 昼 外 的 诸 因 子 宏 间 玉 , 中 ,下 在 它 富 
面 的 投影 是 x 的 畦 域 ,而 到 闻 域 是 暑 的 {( 紧 集 的 连 蒜 像 )，zv 任 是 五。 
中 任意 点 , 镍 而 过 空间 马 , 是 局 部 蚂 的 . 

2) 充分 性 . 设 庄 因子 空间 有。 中 除 有 守 多 个 互 ,,,…, 避 ， 是 局 部 
察 而 非 紧 的 坊 外 ,其 除 者 是 紧 的 。 取 2 五 ,而 到 Ye 在 五 ,i 中 的 紧 池 
域 耻 at 才 户 0), 会 


那 末 下 是 x 在 巨 中 的 痢 域 , 臣 且 依 31 定理 7, 下 是 紧 的 ， 
定理 5， 设 请 是 局 部 察 (ZT,) 型 空间 ,C 是 五 中 紧 集 , 严 氏 其 中 全 集 
且 CONF = 鸟 , 找 末 必 存在 一 个 定义 於 记 上 的 实 值 这 和 炉 画 数 f(x*)， 售 
0 1 而 
EC =0, EFo>Hr) = 1, 
广 。 串 然 局 部 紧 (272) 型 空间 不 是 正规 的 ,但 当 那 雨 个 未 相交 有 闭 和 集 
中 的 一 个 是 紧 集 时 , 划 雨 个 集 是 男 数 分 雇 的 ! 
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证 。 百 证 是 23) 型 紧 空 间 ， 它 必 是 至 正 册 的， 从 而 将 胡 每 个 点 
VEC, 必 存在 电 上 一 个 实 什 巡 炳 丽 数 记 (X) ,使 在 BB 上 0 坊 f(xX) 志 1， 


fly) = 0 2E PS>f(r) 1, 0G, jzlz EE, fx) 一 二 | 星 五 
中 天 集 ,而 {Gy}yec 包 成 紧 集 的 一 个 攻 蔓 ,从 市 存在 C 中 有 蹇 多 个 点 
Hl yan; 入 Cc (jG,. 人 避 


Be 
rm) = [Liye 
45=1 


靳 未 se) 基 巨 上 和 什 在 0 与 1 之 贿 的 连 苇 函数 ， 而 且 当 xz6C 蛙 ， 
I) 之 雯 当 必 EF 时 ,0{x) = 1, 谷 


f(x) = max(2g(z) — 1, 0), 
则 天 zz) 就 是 定理 中 所 求 的 画 数 ， 
定理 6. 设 (7,) 型 拓 接 空间 巨 理 粮 * 束 左 是 紧 的 , 那 未 * 
EE = WE, 
证 ， 因 岂 Ye 与 XE 具 由 2 的 一 个 部 域 的 性 贰 决定 ， 而 奥 整 个 空间 三 儿 
贱 , 无 好 琶 吾 是 坚 的 (了 :) 型 空间 , 因 优 必要 时 用 zx 的 在 吾 中 一 个 紧 部 域 代替 万 就 
可 以 了 ， 
裔 瑟 * 是 空间 旦 在 点 “ 不 的 -一 个 菇 ,而 B83 是 合 在 对 :中 且 具 有 事业 如 的 仿 
基 { 见 第 一 章 引 4 定理 1). 对 其 每 个 Co 4, 取 x 的 一 个 开卷 域 代 ,使 全 C0。 
《四 咎 紧 空 出 必 是 正则 的 )， 如 此 决定 的 108 = 昌 < 是 加 在 半 无 的 候 基 ,而 且 
N= 4}. 
全 {Gv 表示 凡 由 有 丝 多 个 08 的 交 亲 成 的 集 族 ， 那 未 6 是 x 的 下 闻 域 . 
BY 三 166), 的 娄 等 於 当 :BE， 我 们 讨 明 名 是 总 在 同 x 处 的 基 ， 答 而 就 王 阴 了 
WE = XE( 昂 第 一 章 §#4 定 闵 3 下 主 1)), 需 了 诬 明 过 一 点 ,内 须 汪 明 x 的 生 个 
卷 域 0x 必 合 一 个 世 ,. 事 党 上 ,考虑 集 开 三 (人 O。 因 骨 
门 亚 Ox = 人 CU,, 


1) 符 贱 见 第 一 司 ， 
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所 以 门 F。= 台 ， 度 然 E 是 恬 实 间 , 心 站 罕 胰 多 个 a ,表示 成 ，…. 下。 ， 
使 


会 G6 = 门 o3 型 来 


了 =] 
She OU 门 Fa, = 0,. 


定义 3. 所 高 拓 搓 竺 间 已 中 一 侧 的 论 集 4 按 台 收 做 共和 突 辣 中 一 点 x, 是 指针 
英 点 的 任意 部 起 己 


4 5 的 数 > 4 CU 的 黑 ， 
圭 。 与 这个 定 效 等 价 的 , 力 是 : 洗 长 *> 的 任意 郑 域 上， 
过 门 GE 的 芝 < 4 的 车， 


如 门 瑟 的 霓 = 4 的 邹 。 

定理 7. 发 加 是 拓 拉 等 间 ， 如 果 汪 中 存在 级 例 集 4 按 对 收 项 内 百 中 一 点 >， 
那 示 x 必 不 是 弄 立 点 。 如 果 巨 是 (7,) 型 空间 , 站 且 志 更 料 x 点 是 紧 的 , 那 求 ,党 
* 让 是 扳 开 肝 肤 ,号 中 必 有 和 无 议 集 4 按 雪 收藏 认 <。 

座 。 12 设 4 按 茵 收 合 苹 x*， 殊 末 依 定 闵 3 下 的 广 , 关 共 x 的 任意 部 域 ， 
4 间 UD 的 各 = 媳 的 势 , 而 传 者 是 无 荐 的 . 委 而 x 是 4 的 积 集 周 , 即 x 是 非 扳 六 
点 . 

2) 证 吾 是 (了 9) 型 全 间 ,而 2 是 至 中 的 非 孤 立 ,下 且 吾 环线 x 点 是 聚 瞧 。 如 

号 x 的 肾 兰 城 ， 在 只 明 中 ,必要 时 用 世代 检 瑟 ,所 以 无 久 设 互 本 身 是 聚 的 ， 仿 

XE = Me. 

取 巨 在 点 的 一 个 共有 娄 里 。 的 基 ( 第 一 章 $4), 把 次 藉 中 的 集 良 诬 威 we 序 型 的 
良 序 和 集 : 


Cn， "Do, "7 {lea < wo), Ci) 
涯 基 任意 4 过 ws, 全 
下。 一 (N58, 


蜡 近 加 
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那 末 【Paje<。 是 -一 选 减 于 集 列 ,而 人 上 = 1 《 因 优 吾 是 {7:) 型 宰 因 ); 


但 如 二 wa), 居 末了 天 本 因 僻 否 介 机 让 序 数 c < wo 的 基数 必 二 各 。 证 得 
六 < 了 扑 。 一 xx 三, 明定 带 6 了 矛盾 .他 分 = 1 识 料 蕉 几 之 菏 一 个 A 之 wo) 
的 A, 二 已 规定 ， 如果 2 = 十 1, 那 未 金 ax 等 去 使 

Fa NF A 
的 第 一 个 41。 证 样 的 &x 之 存 往 , 因 器 否则 


Fo, = Fajr = = 和 Fa = {x}, 
上 


时 Fo 于 fr) ( 攻 热 一 切 a 成 立 ] 的 事实 相间 . 如 果 4 是 极限 超越 数 ., 芷 且 < we， 
那 末 令 ex 等 其 在 一 峡 mfn 之 外 ) 之 后 的 第 一 个 序数 , 坦 嫌 就 得 出 一 列 序 灿 
ea 1'2) 
肖 语 询 契 -- 茹 世 oo 的 序 晤 的 序列 款 昆 ,而 且 
Poy Fe, < 人 DD. 
必要 时 以 一 傈 共 旦 子 序 列 代 管 人 2) ,可 以 襄 序 列 (2) 的 序 谨 是 正 融 姑 吉 wr". 
更 在 对 攻 每 个 2 之 4r, 取 忒 
“a Pay Pox- 
合 沪 表 送 补 避 出 的 睹 -的 对 向 , 孵 未 并 的 雪 苦 基站 -我 仆 绰 归 卫 皖 势 收 总 其 了 
会 忆 表示 * 的 竺 辣 部 域 。 蜂 然 报 定 吾 是 性 的 , 从 而 是 正则 的 ,* 玄 .有 -一 郑 堪 Ory， 
使 Or 属 其 序列 (1), 共 且 0r 局 遵 廊 三 也 包含 天 ， 而 er 大 (2 中 第 一 入 超 
遂 Y 的 序数 ， 所 以 , 弹 热 凡 和 并 并 3， 因此 
志 站 大 的 孝 等 世代 -， 
而 
和 和 于 新 一 让 


s 4， 列 夫 空间 与 肩 部 列 紧 空间 


定 蒜 1。 拓 楼 空 章 巨 中 的 一 种 2X 时 做 已 中 点 集 4 的 密集 点 ， 是 指 
对 苍 x 的 任意 郑 域 了 ,Vn 4 是 无 诺 集 ， 

广 。1) 显然 密集 点 必 是 积 集 点 ， 和 如果 已 是 (ZT,) 型 空间 , 那 末 窗 
DD 只 开 CAxegcanfpop， 傈 与 醒 孝 的 认 验 初时. 
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集 点 与 积 集 点 是 相同 的 略 人 ， 事 补 上 , 设 情 臣 (1) 型 家 全 ， 硬 “ 乱 
中 点 集 4 的 往 集 点 , 取 的 任意 独 域 巴 . 那 未 开 合 和 中 一 点 态 关 二 五 
秘 是 7 型 的 , 存在 的 一 个 轩 域 请 3 态 ， 而 忌 站 大 许 是 2 的 导 域 ， 
所 岂可 但 和 合 和 4 中 点 志 大 x， 证 个 如 显 优 不 等 葵 加 ， 依 此 类 推 ,可 
以 广 朋 避 中 合 无 窟 多 人 钥 属 认 4 的 凡 . 

2) 在 一 般 的 ( 济 (7T,) 型 的 ) 空前 中 , 积 集 点 奥 密 集 点 十 个 称 念 不 
相同 ，。 设 区, 5 是 空间 中 雨点 ,而 设 Y 的 任意 淹 域 痢 含 Hy， 那 未 如 全 

= { 玉 上 时 ,xx 是 4 的 积 集 点 ,而 不是 4 的 密集 点 ， 

定 闵 2. 拓 杰 实 间 区 呀 做 列 紧 的 1， 是 指 其 中 任意 狂 吝 巾 集 必 有 一 
密集 点 ， 

广 ， i) 因 篇 几 狂 罕 集 必 合 一 可 数 扰 密集 ， 在 定 闵 2 中 如 把 “ 扰 襄 
周 集 " 模 成 “可 数 乱 帘 集 " ,对 定义 装 拓 改 筷 ， 

2) 比较 $1 定理 18, 可 知 紧 窒 章 必 是 烈 认 的 ， 但 革命 是 之 泛 不 成 


~ 


了 了。 

贸 ， 改 五 表 第 一 类 和 与 第 二 类 序数 所 衫 成 的 集 。 如 we 瑟 , 定 闵 a 的 
畦 城 需 几 L 形 如 ] oa]n<u ,peE) 的 区 间 。 丰 将 看 出 , 隋 以 如 此 的 
拓 所 和 辕 焊 ， 己 成 需 一 个 (72) 弄 拓 搂 空 间 ， 取 五 中 任意 一 个 可 数 点 集 . 
{a 需 其 中 节 恋 小 的 数 一 一 过 样 的 数 存 在. 因 认 
五 是 良 序 的 ， 分? 是 [E18 = 1.23,…} 中 大 玲 的 数 中 最 小 者 ， 
wn 存 企 , 电 是 四 论 五 是 良 序 集 . 如 此 类 和 挫 。 如 果 挝 个 步 怠 入 有 有 突 多 次 
纺 止 , 即 得 出 zai 篇 i, 中 的 最 大 元 ,之 这 下 之 ,i 共 除 
雍 ma 只 能 是 zw 中 的 某 一 个 (1 s 过 站, 软 是 i! 成 篇 有 崩 集 . 如 
时 li = 1, 2, pe 全 然 靖 集 ， 上 上述 步 肯 必 人 然 揪 限 地 愉 革 直 去， 
Ca < 一 Ta 世人 是 五 中 天然 一 切 ex 的 最 小 数 
和 柑 的 数 存 在 , 因 欢 吕 是 耻 第 一 枯 奥 第 二 类 序数 于 聘 福 成. 温 榜 .ce 是 
4172 | 芋 二 12 …} 的 密集 点 , 因 坊 二 则 a 的 一 个 部 域 1B.a1(8B 《EE. 
BB 过 4) 只 合集 [a1n = 1 2.… :中 的 有 朝 和 多 介 点 ,而 如 有 tp 是 各 有 
规 多 个 点 中 的 最 大 考 , 那 末 mp 十 1 便 成 往 天 座 一 切 wy 的 最 小 数 ， 而 

1} 得 一 赂 念 是 悦 认 性 .Fréehet 的 . 
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上 述 作 ww。 的 程序 不 能 急 限 了 。 得 出 矛盾 。 我 仙 王 明了 五 中 任意 可 
获 人 把 冉 集 有 密集 点 ,从 而 台 蚌 列 肾 空间 。 但 坪 不 是 紧 空 济 。 事实 上 ， 
如 果 &E 玉 不 是 极限 数 , 合 Go = ]a 一 1, 4] ,而 如 果 4 是 极限 数 , 今 
im = 到 某 押 (i, 而 全 = jt, dj， 
证 陪 {Gola 《 瑟 } 是 瑟 的 一 个 不 可 数 获 著 ,而 从 道 纹 蔚 中 选 不 出 有 守 玲 “ 

定理 1。 乱 了 拓 朱 空 周 吾 是 烈 察 的 ， 必 须 凡 只 须 下 列 休 件 中 的 任 
何 一 个 盛 立 : 

荆 ， 吾 中 任意 一 族 可 数 多 个 通 艾 相 含 的 不 空气 集 

让 FD (4 遂 表 自然 数 全 蔷 ) 


必 有 不 空 的 交 ; 

2 。 由 五 的 任 一 可 数 履 董 可 取出 一 眉 瑟 的 有 朝 覆 划 来 . 

束 . 我 们 司 明 定 闵 1 中 的 条件 = 1° 一 >2° 一 > 定 蒜 1 中 的 位 
件 . 

1) 训 互 是 烈 紧 空 间 ; 伙 站 二 王 > 有 二 … 是 一 族 延 立 相 合 的 
不 窗 闭 集 ， 如 锭 某 一 站 起 ， 

PF, = Fw 一 四 

那 末 门 Fr = FF 天 荔 。 串 明 完 粘 。 罕 则 把 重 揽 的 局。 巾 夫 ,可 设 对 

并 一 1 
於 每 位 六 ， 


从 而 可 以 取 一 点 


下 BR Fr, 


Ta E Fn Pat 
{a [如 二 1 2, …} 是 吾 中 无 昔 集 , 因 篇 由 上 述 取 法 , 族 x， 是 也 不 相同 
的 。 旗 然 如 是 烈 紧 空间 ,到 一 扰 雯 集 必 在 百 中 有 一 密集 同 ,表示 成 避 。 
过 榜 , % 的 任意 淹 域 必然 包含 无 帘 多 个 x, 即 和 与 每 个 FF 相交 ,从 而 对 
熟 每 个 自然 数 %， 


布 


aoE 而 = PF,, 
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2) 设 拓 摸 空间 吾 注 吓人 条 件 1°; 设 {Gn} 是 吾 的 一 个 可 数 履 车 ， 兮 


FmC |])G,. 
必 二 了 


” 那 末 本 是 闭 集 ,花旦 
FoF oDF, Ow., 


如 果 各 和 个 玉 ,不 空 ,于 未 依 由 定 ,存在 一 点 
| * 门 天 
中 


zx 站 CUes=CL GG. 
1 


1 Ek=1 = 
与 {Gx|E = 1,.2,…} 是 巨 的 履 荣 秆 一 假定 也 于 ， 因 此 必 存 在 一 个 和 
然 孝 站, 伍 


FP 一 全 ， 
凤 
届 
UG = 五 ， 
上 一 ] 
苹 定 。 


3) 发 拓 搂 空间 召 满 足 休 件 2"; 起 4 是 吾 中 一 个 扰 窗 集 .。 代 定 冯 
在 旦 中 没有 害 集 点 ， 那 末 糯 放 吾 中 每 个 点 Xt， 必 存 在 * 的 一 个 内 痢 域 
7-, 全 Vona4 只 舍 有 名 多 个 点 今 焦 定义 2 下 填 直 , 抱 站 琶 44 是 可 数 
无 吉 集 和 oo， …, 0n,…'}。 舍 从 

Ga = UU UN A ar, Ort “7}, 

对 训 巨 中 任意 一 点 +， 必 存 在 自然 数 %， 使 Usnn 有 4 不合 Ga, Grp 
从 而 口 .CGr。 因此 1G,1% = 1,2,…} 是 五 的 可 数 履 著 ， 依 假定 ， 
可 以 由 1G 中 取出 有 喜 履 蔓 来 : 


U Gu = 五. (1) 
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设 庆 之 (1 之 i 之 j), 那 术 
taiNA = 1,-.,%), 

户 () 及 0 在 秆 突 。 所 以 和 4 在 玉 中 必 有 密集 点 , 即 双 是 弄 取 空间. 

定理 2， 儿 杰 娄 不 超 鸿 可 数 的 ( 基 沪 中 第 二 可 数 性 公理 的 ) 列 紧 空 
厅 必 是 紧 空 间 . 

广 。 因 此 ,对 苓 洲 足 第 二 可 数 性 公理 的 拓 搂 空间 来 说 , 紧 性 电 列 紧 
性 是 相同 的 概念 ， 

束 ， 融 IG)eer 是 妃 的 才 畜 ; 设 102 = 1,2,…} 是 二 的 可 笋 虐 ， 
巷 是 名 座 么 个 Ef 及 年 个 是 XE Ce , 必 存 在 一 个 站 = 站 7) 人 

mEU EG,. 
Ui = Bb, 


下 
但 {Uwent (eT EB) 了 底 是 10s]r = 1,2,…} 的 子 族 ,其 中 三 多 
含 可 数 多 个 不 同 的 ,我 们 用 
Ur, 了 ee, Ung, + 
下 示 它 向. 在 上 述 的 天 雁 Vwi,wm 的 作法 中 ,全 G。 是 奥 区。 相应 的 部 
侦 届 其 {G4} cer 的 集 , 论 是 {G5|i = 1,2,…} 是 吾 的 可 数 获 荔 。 依 空 
则 的 列 紧 性 , 从 它 可 取出 一 个 巨 的 有 请 覆 谣 来 ， 作 是 五 的 紧 性 肿 且 了 ， 
定 蒜 3、 拓 把 空山 五 中 的 集 4 时 做 列 紧 的 ， 是 指 当 把 冯 淖 做 是 吾 
的 了 于 空 浊 时 ,4 是 列 紧 空 | 时 
定 蒜 4， 折 杰 空 肖 百 是 做 是 环 缠 点 2(6 吾 ) 列 紧 的 ,是 指 征 点 在世 
中 有 一 列队 的 败 淹 域 。 拓 搂 空间 豆 由 做 局 部 列 紧 的 , 旺 指 五 琅 绰 它 的 
么 帆 点 是 列 紧 的 。 
定 磺 55。 所 销 白 拉 空 间 吾 的 单 点 列 紧 化 ， 是 指 一 个 售 吾 的 询 吐 【72) 型 空 朋 
五 2 而 吾 : 只 比 吾 多 省 一 个 昧 : EF， = EU Te ， 
定理 3， 列 暑 符 关中 的 闭 集 必 是 列 时 的 . 
媳 ， 拼 4 是 列 默 空 站 吾 引 的 于 全 ， 了 4 的 一 个 然 入 和子 保 4 ,2 师 是 列 紧 空 
痢 己 中 的 无 诗 同 集 , 它 在 台中 必 有 一 密集 点 4,。 wa 度 基 下 集 4 的 密集 卫 ,从 而 也 
十 它 的 芒 抹 点 ,所 以 &o& 4， 所 以 2 在 4 中 有 密集 点 , 因 般 we 在 4 中 的 部 域 必 作 
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如 下 的 形状 : 了 下 站 4 ,其 中 了 下 是 ws 在 吾 中 的 畦 域 ， 苏 是 4 的 列 紧 性 登 完 。 
定理 4， 在 一 二 所 空间 中 ,有 窜 和 多 个 列 肾 集 的 侍 集 必 是 列 蛙 的 ， 
霜 ， 事 寅 上 ,长 4,B 是 列 肾 集 , 而 2 是 4 UB 中 的 无 第 集 ， 那 末 两 化 
2Z 门 4, 2 站 吾 之 中 至 少 有 一 个 是 扰 种 策 ， 今 假 定 站 4 是 然 镶 和 集 , 那 末 依 44 的 列 
汉 性 , Z 门 4 在 4 中 有 一 答 集 点 。 各 榜 ,过 同 也 必 是 2 在 几 蝇 如 中 的 窗 梨 向 ,因此 
4U 是 列 坚 的 ， 以 上 十 种 情形 ,用 数学 名和 硝 法 太 准 签 明 . 
定理 站 AneKCaIDoH， IT. 、 设 记 是 一 个 7;) 型 拓 搂 空间， 和 铝 了 和 并 在 
互 的 单 点 列 紧 化 ,必须 且 只 和 针 巨 是 局 部 列 稼 空间 . 
证 。 1) 必要 性 .由 定 闵 4 时 定理 3 穷 易 排出 . 
2) 记分 性 . 融 百 是 局 部 列 坚 的. 添 太 轨 一 同和 二 ,五 ; = UU 1}。， 规定 XE 玉 
在 五 : 中 的 冰 城 与 在 豆 中 的 格 癌 ,而 二 的 帮 域 需 凡 包 人 当 作 姬 下 形状 的 集 者 : 
OF = 人 U (BE ~、F), 
下 起 未 互 中 任意 一 个 列 紧 阴 策 .Vi 一 不 符 座 .YY, 由 定理 4 直接 推介 ，V 可 由 
巨人 了 是 贤 集 冰 一 事 管 看 出 .由 定 坊 4 政 点 的 独 域 的 规定 ,可 撮 吾 , 是 【人 :型 罕 
闻 ， 现 在 证 明 , 腻 点 如 上 的 白 摸 东 爸 ,已 U 入 | 是 列 紧 的 . 发 站 是 吾 中 一 何 和 您 志 
集 。 如 打下 在 一 个 并 列 紧 集 下 CE, 使 站 门下 是 抱 乌 集 , 那 末 生 宇 户 出 ,从 而 在 窒 
天 中 有 一 千 集 点 ， 如 料 藤 吾 中 任意 明 列 紧 集 下 ,站 几 4 是 有 第 集 , 那 末 娄 | 扒 点 
的 任意 部 域 08, 08 是 扰 圳 的 ,从 而 二 此 4 在 五 中 的 窗 集 点 .证 完 ， 
广 。 与 83 的 定理 神 反正 定理 5 中 ,如果 五 是 局 部 列 暑 的 , 那 末 五 的 一 由 
- 列 昆 化 亚 示 能 一 意 站 定 .也 五 : 人 镶 由 三 <8 的 序数 证 租 成 的 集 ，at€ 五 站 加 城 
澳 定 侣 五 , 中 凡生 < 的 ,并 医 间 ] [<e<pywaEED) 其 是 五 ;是 一 (各 。) 
沸 扩 拱 答 畴 。 从 忆 中 取出 ae， 而 令 所 亿 的 折 揽 窑 间 是 三 ， 那 林 吾 是 局 部 聚 的 
( 湖 看 定 攻 2 下 的 例 )。 因此 可 点 类 蕉 总 添加 一 旧 二 而 成 般 一 个 紧 (7 ) 齐全 关 
Er = UISI. 信 $3 定理 2, 不 准 司 明 二 的 一 癸 基 本 部 城 租 则 下 列 诸 集 租 成 : 


Ora= {EIU (J {rvU (18}. 


n= 二 1 只 一 省 十 了 


但 也 可 以 六 蕉 百 淋 加 一 点 二 = on 而 成 六 ,再 二 列 紧 的 ,而 非 紧 的 ， 证 哇 志 的 基 
本 尘 域 租 是 山下 齐集 组 成 : 
D4 = élL} (J {nt 


社 二 上 十 ] 


1) TUT, GC. Anescauapos, Uber die Metrisation der im Kleinen Kompakten 
topologisehen Riume, Math, Ann., 92 (1924), 294—2301. 
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定理 6。 几 满 是 第 一 可 数 性 公理 的 列 紧 《T2) 型 空间 五 必 是 正则 
的 ， 

证 ， 设 {10x) 是 点 x(《 百 ) 的 一 个 基本 券 域 烛 (7% = 1, 2, …)。 钴 
妨 设 序 齐 {0。}， 是 避 减 的 , 因 需 必要 时 可 以 用 门 On 代 蔡 0,。 加 果 


二 1 
守 间 二 在 点 x 不 不 是 正则 的 , 那 末 必 存 在 一 剖 域 0,, 合 0O; 不合 此 zx 的 
任 何 半 半 城 , 换 句 话 惟 , 凡 了 于 集 
NO (k=1,2,8,...) 
是 不 空 的 。，{ 了 x}; 形成 一 帅 授 减 的 有 好 集 , 由 雁 空 间 的 列 肾 性， 
NF 98, 


Kl 


好 必 存在 一 点 YE 门 瑟 , 演 一 点 y 忆 与 x 不 同 ， 艇 然 : CC 0%tw, 所 
. EK=1 
以 
BE 门 Oi,, (2) 
=] 
上 由於 空间 是 (72) 型 的 ,对 从 每 个 点 2? 关 zz 必 有 一 郑 域 0; 与 一 个 口 。 
不 相交 ,和 从 而 zt 如 ,因此 


Nn OF: = 过 
| 


了 需 (2) 矛 盾 , 因 篇 天 2 空间 的 正则 性 得 不. 

定理 7。 正则 列 察 空 间 中 每 个 完 集 的 妥 必 不 小 藕 过 辕 区 的 芝 ， 

训 ， 旗 然 烈 紧 正 出 空间 中 的 完 集 本 身 也 是 列 紧 正则 空间 ， 我 们 只 
须 囊 明 : 凡 不 含 扳 立 点 的 列 纶 正则 空间 的 过 必然 碾 ec( = 2m )， 

设 吾 是 不 含 孤立 点 的 列 紧 正则 空间 。 忆 中 任 状 开 集 必 也 不 合 孤 立 
点 ,法 且 凡 于 集 的 于 包 也 不 含 隆 立 贴 ， 事 实 上 ,如 z 是 开 集 G 的 于 包 玖 
的 孤立 点 , 那 未 + 必 有 一 郑 域 下 ,使 VNG= {x}。 如 果 VNG=%， 
那 末 2& 如, 得 不 可 能 ,从 而 了 AnG = {z}， 裔 然 G 且 天 集 ,是 空间 一 
的 玻 立 点 , 导 假 定 矛 盾 ! 


t32 指 拉 守 了 赣 概 论 


设 2 与 加 是 襟 间 世 的 十 不 相 辣 赠 , 丽 Uo 与 Ui 各 是 它们 的 开 痢 
域 ,满足 DV,N 5 = %$， 误 悦 的 疗 域 存在 , 乃 是 由 於 空 肖 的 正则 性 ， 事 
实 上 , 各 灸 习 有 未 相 变 的 开 痢 域 , 从 而 存在 加 的 天 剖 域 ,使 ,3 x,， 
但 午 樟 CU 就 是 x 的 轩 域 , 恢 空 贰 的 正则 性 ,存在 x 的 开卷 域 ,使 
DcCoU. 在 Ui(i = 0,1) 中 再 取 两 不同 点 zj zi, 沸 取 它们 的 不 相 
交 刚 泌 域 0, 与 0i.(i = 0, 1)， 灯 炽 这 栓 的 李 碌 , 那 未 对 於 只 取 0 与 1 
两 佳 的 指 栅 j, …， it 可 得 一 天 集 的 于 包 芝 ,使 

打 as | Ui 一 功 网 
巨 任 是 列 紧 的 , 儿 形 式 如 下 的 闭 集 列 必 有 不 襟 的 诡 : 
UDUi DOU, Dt, 


Ltr tp 


取 人 和 去 门 Ui 时 林 对 订 不 同 的 指 订 到 1 全， 全， "Ty da, "i 
n=1 


得 的 点 7...… 必 不 相同 ， 汪 些 加 所 粗 成 的 集 的 妆 = “， 发 完 . 
柔 . 儿 不合 御 立 点 的 荣 (7T2) 型 空间 的 势 六 
证 。 事 窒 二, 紧 (72) 班 空间 必 是 正则 列 紧 空 抽 。 


Y5， 仿 蛙 空 牛 


定 蒜 1， 托 反 空间 百 的 虱 鞋 日 时 作 近 点 有 窟 的 ， 是 指 空 尚 吾 中 每 
中 只 含 在 1 中 有 诸多 个 集 右 .用 副 时 做 局 部 有 髓 的 .是 指 空间 每 点 
必 有 一 加 域 二, 使 二 只 和 与 1 中 有 祥和 多 个 集 相 交 ， 

定 蒜 2z， 拓 朱 空 间 五 的 覆 蔓 4 叫 作 和 从 属於 吻 一 独 攻 由 ,是 指 中 
的 每 个 集 必 合 在 由 的 一 个 集中 ， 

广 。 如果 站 的 集 是 从 中 中 取出 者 , 那 末 iu 必 镍 属於 了 度 之 , 道 
命题 不 必 成 立 。 

个 . 发 已 = 只 ( 数 直 稿 )， 卫 表示 一 切 以 扰 理 数 点 人 笃 端 后 的 襄 曾 
所 所 成 的 覆盖 ,而 岂 囊 示 凡凡 有理数 点 和 中心 以 有 理 数 需 长 的 蝇 间 所 
往 成 的 覆盖 , 那 末 卫 和 属 让 卫 ,但 山 不 是 由 下 取出 的 一 些 集 组 成 者 . 

定 蒜 3 (Dieudonné)*， 拓 所 空间 时 做 仿 坚 《DaracormDbact) 的 ， 

” 本 区 重要 精 果 都 是 属於 了 DieudonnE 的 . 
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是 指 对 供 它 的 每 一 覆盖 it ， 必 可 找到 它 的 一 个 局 部 有 宇 履 著 出 ,使 1 
从 山 礁 击 ， 拓 朱 空间 五 中 的 加 集 生 叫做 仿 时 的 , 妃 是 指 沼 妈 着 做 是 三 
的 子 空间 睹 ,有 4 是 仿 察 空间. 

震 ， 旗 然 有 圭 覆 瘟 几 是 局 部 有 回覆 蕾 ， 引 用 定 闵 2 下 的 奸 容 易 看 
出 , 旱 空 间 必 是 优 罕 空 用 ， 

定理 1. 仿 坚 (172) 型 空间 必 是 正规 的 . 

天 .证明 分 内 步 ， 说 巨 是 仿 紧 (72) 型 空间 ， 

1) 首先 省 EF 是 正则 的 ， 识 4(EB) 不 舍 在 五 的 开 集 居中。 对 
亦舒 个 YE ， 性 有 Y 的 因 域 了 :> 与 0 的 部 域 下 -， 使 了 下。 = 丰 ， 
1 = {Velx* EF}UI{CF} 碍 成 瑟 的 覆 蔓 ， 人 恢 假 定 必 存在 一 局 部 有 窜 蛋 
蕾 世 从 属於 Q， 卫 中 凡 殿 素 相 变 的 开 集 的 人 异 瑟 是 含 扩 的 开 集 , 今 用 台 
表示 它 . 由 饶 是 局 部 有 穷 福 盖 ,tt 必 有 一 个 思域 己 , 使 如 只 和 与 直 中 有 
窗 光 个 后 下 相交 的 集 A 4，…，44。 相 变 ， 站 底 是 从 属於 恒 的 ， 圣 
认 每 个 il 二 i 0)， 存 和 在 wt1, (Xt) 使 CT 兮 


C= UN 门 W,, 那 来 是 & 的 关 城 ,而 oN = 多， 和 从 而 百 的 正 
1 一 1 


划 性 一 明 了 . 

2) 现在 证 有 明 轧 是 正规 的 设 下 内 是 党 玉 中 而 个 不 相交 的 腿 舍 . 
依 1) 中 所 苦 , 如 是 正则 的 , 对 於 政 中 每 一 点 廊 , z 必 有 一 痢 域 Fo 贡 一 
个 含 玉 的 并 集 全 .全 了 on Ts = 的 ， 丽 1 = jwerU CF), 那天 1 
是 玉 的 履 昔 。 恢 假定 ,存在 一 个 局 部 有 富 履 落 1, 1' 答 属於 UU， 由 中 
纲 环 相交 的 开 集 的 贷 集 是 舍 王 的 开 焦 ,用 避 表示 它 ， 剩 下 的 万 是 要 症 
明 存 在 一 个 舍 互 而 岳 Gi 不 相交 的 天 集 Ge 对 於 刀 中 每 点 yy 必 有 -一 
表 疾 域 7 使 lv 只 更 41 中 有 窗 多 个 和 与 二 相交 的 上 集 A41,…, 有 4, 相 次 ， 
依 工 的 定义 , 半 雁 每 个 i (1 所 i 所 4), 存在 一 个 了 <, 使 LiCT。， 


(1) 他 S, 一 门 Wey, NU,, 措 未 Sy 是 名 的 脐 半 域 ， 而 


#4 守 1 


SyN Ci = 多 全 Ga 一 LU 3，,. 改 完 ， 


“ 由 二 
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广 。 正 规 容 因 不 一 定 是 优 贤 空 得". 

定理 2。 优 紧 空 是 中 的 时 集 必 是 仿 竖 的 ， 

证 ， 设 巨 是 仿 聚 空间 ,而 政 是 万 中 的 团 集 ; 栅 也 是 已 的 一 个 改 董 ， 
1 中 每 个 集 G 是 下 中 的 并 集 ， 和 从 而 是 玉 中 一 个 开 集 5 与 只 的 交 : 
G = NF， 取 定 慎 些 久 , 合 出 = {GeexU {CF), 则 芒 是 巨 的 办 
蔓 , 恢 空间 豆 的 仿 坚 峙 , 存在 羡 的 一 个 局 部 有 志 覆 盖 mh, 从 展 基 由. 
屋 出 中 一 集 也 奥 下 相交, 那 示 过 个 五 | 必 合 在 一 个 G1 嘉 ， 和 从 而 
HNF 三 是 必 合 在 一 个 G 训 .因此 ,得 于 集训 租 成 让 的 覆 蓝 坟 ,1 从 
局 於 覆 芋 1. 2 的 局 部 有 寨 性 由 见 的 局 部 有 罕 狂 直接 得 岂 。 

定理 3. 发 《4u)oer 是 正规 宰 问 瑟 的 一 个 按 竺 有 襄 的 覆盖 ， 瑟 必 
有 一 用 赣 (Bsa)ael. (其 标号 族 和 与 原来 韩 一 个 覆 蔓 的 标号 族 相 同 1) ,使 对 
训 每 个 wv EI, Bc A 

许 ， 六 定理 可 以 看 作 是 第 二 章 $ 4 定理 4 的 推广 . 

恬 . 考察 几 以 7 需 标 号 族 庄 泣 足下 列 人 条件 的 和 覆 攻 要 = {起 ,} 的 全 
苯 和 : 存在 了 的 一 个 子 族 xt 随 娄 而 不 同 ), 使 

ag Hy =—»> Ho CC 4 
a¢ Hi —> Xs, = As A,. 

到 个 多 不 是 空 的 ， 因 坊 只 须 取 站 = {和 4.}， 而 分 Hy 表示 几 使 4 是 既 
有 开县 姥 的 集 的 那些 标号 a 的 全体， 我 们 在 出 中 引入 序 欢 如 下 : 1 = 
= {Xa} <3 二 {了 a) ,是 指 Hxc Hyg', 而 4 Eu 一 > 有 一 工 e。 过 样 
不 内 看 出 全 基 一 个 秆 序 集 ， 取 甸 的 一 个 至 序 子 集 玩 . 全 KK = |] Hy. 


导 稚 a 天, 取 一 tb 使 we Hu, 莫 合 26 表 站 中 带 有 标号 = 的 那个 集 ( 依 
上 所 这 ,温和 集 熏 1 的 选择 乱 肛 ) ,而 如 we 下 , 那 未 全 2 = 4。， 今 租 
:= {2。} 是 巨 的 驯 蓉 事实 上 , 如 2 《五 , 那 末 依 假定 , < 只 含 在 有 家 
多 个 4 中 ,我 们 把 这 此 表示 成 4 ,…，4w, 。 如 有 一 个 nt 不 属 庆 五， 


1) 齿 J Dieudonné 的 交 章 [3]， 过 喜人 训 从 团 ， 可 以 夏阳 具 有 可 数 基 的 正规 空 内 是 息 
穴 的 ,但 存在 可 芬 正 规 非 仿 肾 空间 .参看 M. EE. Ruder, A separable normal 
non- paracompact space, Bull. Amer. Math, Soc,, $1 {1955), 573, Abst. 
EDT 
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于 未 wz6 4。 = Go 。 如 果 一 切 m 必 於 玉 , 沸 末 内 认 加 是 全 序 的 ,它们 
必 合 在 同一 个 Hx 中 ， 汗 个 1 = {六} 既是 如 的 履 蓝 ,* 必 含 在 一 个 
访 z 中 . 但 售 z 的 4 只 能 是 4 ,4 中 的 一 个 ， 因 需 os Hay, 所 
己 。 忆 4a 因此 ,假定 xz6 王 wo 径 & Hy, 依 上 述 2 = Xn。 人 稀 而 
无论 如 何 ，z 刷 樵 4 中 一 个 集 ， 即 守 是 巨 的 办 族 。 依 24 的 定 闵 可 知 
1 > 每 个 属 放 出 的 缀 蔓 。 过 翌 益 明了 下 列 事 实 : 中 每 个 全 序 子 集 必 
在 外 中 有 一 个 上 界 ， 依 Zorn 辅助 定理 , 几 必 合 一 极 大 元 对 = (Ma). 
我 们 位 明 占 mx = 记 从 而 定理 就 性 完了。 实际 上 ,假定 Hm 天 了 工 兮 
exE 好 mr , 那 末 Me = de、 合 
G = (Ms, 


[de 
启 扎 了 


理 未 @G 是 开 集 ,站 包 含 于 和 集 CM。。 由 从 空间 是 正规 的 ,存在 形 集 站, 使 
CMACcVcVcG. 
今 型 * = CF , 孝 末 和 Hs 是 开 集 , 且 CC Ao. 
{Mp}per,psa YU {Ma} 
是 吕 的 攻 芝 #( 因 篇 M2 二 CG)。 考 个 覆盖 #《 8, 而 
Hr' oHom 山 {a} 学 Ha , 
因 篇 Ma > CV > CV，CT 是 于 集 , 所 以 Ms > CT > CF = 再 即 
开 Cc 4s, 和 从 而 a 五 ,得 与 吐 是 极 大 的 假定 相 背 。 定 理 融 完 ， 
定 蒜 4， 定 六 在 拓 杰 空间 万 上 的 实 秆 困 数 了 时 做 在 由 me 吾 鳞 上 
(下) 全 连 各 , 是 指 关 苓 每 个 实数 a > Xi 加)(a 之 fx)), 必 存在 和 ;的 关 
域 了 ,使 


8 ET o>) a (FY) a), 
马上 的 实 值 画 数 时 作 上 (下 ) 后 过 炉 ， 是 指 它 在 瑟 的 每 个 点 是 上 (下 ;年 
过 种 的 ， 
定理 4。 设 在 仿 银 (72) 型 空间 忆 上 有 一 上 千 连 粳 轴 数 刀 及 一 下 生 
连 业 阔 数 ,满足 
gr hz) 【一 切 3E 吾 )， 
录 末 必 存 在 互 上 一 个 连 入 画 数 六 2) ,使 圣 均 每 个 2xE 瑟 ， 
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AE) FF) < IT). 

证 。 对 雁 每 一 点 >E 吾 , 能 然 2) 之 9(w) ,可 以 到 一 突 数 4, 使 
有) < 之 4 之 9%), 凡 时 是 上 年 巡 粮 ,而 9 是 下 咎 连 镀 , 必 存 在 2* 的 一 
个 少 痢 城下, ,使 | 

六 人 一 人 <) 
1 = {Vo}zez 是 召 的 被 洲 ， 由 於 空间 的 仿 紧 性 ， 可 以 取 一 局 部 有 罕 
纠 邯 1 = 一 (4a)osf， 使 站 从 属 认 对 。 恢 定理 工 奥 定理 38, 可 取 一 儿 葬 
= {Ba}ael, 馈 出具 有 相同 之 标 主 族 1, 且 aET 一 也 4。 对 扒 
年 个 楼 号 a, 必 存在 一 个 定义 在 上 的 连 粮 画 数 ,使 
EAs—>f(r) = 0, wEB—> fr) 一 2 
而 对 藉 一 般 的 2 三 ， 


— EN) Ei 
迁 玖 的 ze 表示 一 点 ,使 DT。 二 4, 所 以 
4 > for 9), MM TE Bh) fn). 
他 
f(x) = sup fa{ 2 ), 
那 末 f(z) 是 已 上 的 连 著 画 数 . 率 实 上 ， 诗 於 每 点 六 EE 二 ,有 一 凑 域 已 
只 生 有 窃 多 个 有 4。 相交 ,而 在 UV 中 f(x) 是 有 害 多 个 连 炉 醒 获 的 上 砍 界 ， 
从而 在 口中 是 连 钙 病 数 。 另 一 方面 ， 存 在 一 个 Bs 3 2 ,和 从 而 f(x) 交 
之 jo(%) > 有 (zw)， 而 存在 一 个 B, 使 fotx) = 了 f(x), 人肉 是 f(x2) 这 
>) 六 一 co， 所 坟 xX 《 Ag, 征 而 
F(x) = fe(x) g(x), 
征 有 明 完 ， 
敢 . 在 定理 4 中 ,如 < 到 号 换 成 所 号 ,一 切 畏 果 仍 成 立 ， 
十 。 矮 站 心 一 1 委 jX) 之 g(xw) 之 1, 因 篇 否则 我 们 内 须 各 用 
下 六 
1+|lk|” 1+19| 
代替 9 与 郧 ， 我 们 依 定理 4 定 猴 三 个 巩 数 列 19,), {7 {f} 如 下 : 
{i) gt) = gE) + 1, or) = hry; 


第 关于 ”等 性 ， 137 


(二 ) f(t) 是 巡 著 数 ,六 是 下 刘 俱 件 : 
EE Gn); 


(iiy g(r) = min (g(x) 十 去 , 产 -i(e， 


nH 


hal) = Max (k(x), fs) 一 去 )， 


不 内 看 出 , 依 上 面 的 还 且 公式 ， 00271 都 是 下 牛 连 积 的 , tx) 都 是 上 
后 连 芒 的 , 赣 且 对 机 每 个 2E 五 ,对 施 任 意 0 = 1, 2,…)， 

天 < 人) 
因此 ,上 壕 的 于 锯 公 式 可 以 手 限 制 地 延 糖 下去. 不 座 看 出 ， 对 共 每 个 
EE 及 任意 如 二 1, 2,…， 


(f(r) -- 4)| 宅 况 ， 


从 而 丙 数 列 {fa(%)) 在 互 上 -- 致 收 化 坪 一 个 过 炉 画 数 六 rz7?， 过 但 产 z) 
显然 兽 足 下 列 杀 件 : 圣 於 任意 26E 五 ， 
六 () < RD) SS gm) 
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ss8 紧 化 问题 


定 蔬 1， 所 前 拓 把 空间 五 的 坚 (T) 型 扩张 (简称 肾 化 )， 是 指 一 舍 
五 作坊 其 子 空间 的 紧 (7 了) 型 空间 B, 使 在 B 中 是 稠 的 。 
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广 , 1) 依 $1 定 理 9， 党 了 拓 炎 空 浊 忆 有 紧 (了.) 型 扩张 的 可 能 ， 
必须 互 是 合 正 则 的 ， 芝 条 件 事实 上 上 也 是 充分 的 。 依 第 二 章 $3 定理 1 
与 本 章 81 定理 6, 全 正 出 空间 五 必 是 一 个 紧 (72) 型 空 淹 5 的 子 宏 间 . 
取 瑟 各 百 在 3 中 的 于 包 , 那 末 己 就 是 五 的 紧 化 (381 定理 83). 

2) 81 定理 8 丫 不 意味 着 任意 拓 拉 实 渴 部 有 紧 化 ， 因 篇 吹 然 囊 夏 
复明 了 凡 拓 握 空 逆 可 以 看 成 是 一 个 察 空间 8 中 的 稠 集 , 但 8 一般 不 是 
(72) 型 的 { 甚 至 假定 吾 是 (7 型 的 也 不 能 保 霞 迁 一 点 1 )， 

3) 一 般 坊 已 是 任意 拓 失 空 冰 , 而 C( 五 ) 表示 如 上 一 切 有 界 连 稿 丙 
数 胡 成 的 集 , 而 对 於 每 个 产 EC(CE)e64)， 全 辟 。 表示 数 直线 下 中 会 
产 ( 五 ) 的 最 小 闭 敬 间 , 半 林 Rs 是 紧 (72) 型 空间 ,而 z (fo(%)); 是 由 
互 到 [] RR。 中 的 建 寿 映像 (第 一 章 $2 定理 ?7)， 篇 了 za 一 (六 (2))aea 
是 一 大 一 的 映像 ,必须 日 只 须 C( 瑟 ) 是 一 个 分 赚 画 数 族 , 即 对 於 瑟 中 任 
意 雨 个 不 同 点 与 加, 必 存 在 疡 EC( 瑟 ) ,使 产 (o) 天 天 (Xo), 换 和 句 话 
这 ,必须 且 只 须 吾 中 任意 十 冉 是 男 数 分 骨 的 ， 壤 了 % 一 (fs(*))s 是 由 


下 RE。 中 的 映像 ， 和 如 果 台 是 4 的 于 集 , 那 末 


Ty (fp(x))pes 

表示 威 fs。 依 上 壕 , fs 是 巡 奈 映像 . 

定理 1， 设 是 由 括 朱 空 并 吾 到 一 全 正则 空间 上 的 天 粮 映像 , 
那 末 必 存在 一 个 由 玉 吾 ) 到 了 上 的 回扣 映像 由 ,使 PP = 出 sf 如 吕 昨 工 
的 任意 一 个 紧 (72) 型 扩 线 , 邦 末 内 可 以 扩张 成 由 凡 百 ) 到 2 上 的 连 征 
有 映像， 

证 ， 恢 定义 1 下 的 广 1), 手 站 敲 工 是 一 个 紧 (72) 型 空间 2 中 的 向 
集 。 樵 是 料 礁 每 个 9g 《C(t2Z){ 即 2 上 一 切 连 各 有 界 画 数 的 集 ), gs 决 
定 瑟 上 一 个 巡 粳 有 界 画 数 J 8 C(B), a 和 4 把 着 个 标号 we 附 栗 vy 上， 
表示 成 gs， 有 A 中 凡 迁 类 标号 ( 即 可 咎 上 还 方式 附 碟 一 个 gE C(Z). 上 的 
标号 ) 的 子 集 表示 成 RB， 如 9(%)=y, 那 未 可 以 帘 成 fg(X)= {go(W)) wen， 
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雁 是 把 2&2 喘 成 {9s(2)}oes 的 映像 Vp 满嘴 等 式 fp = Wp*P， 但 2 
鳅 然 是 人 正则 的 , 依 定 闵 1 下 广 3, 可 知 ‰r 是 同 胚 脆 像 ， 今 2 表示 由 
TE RR 型 TL Re 上 的 投影 狗 忻 ; 全 二 WaoP&, 那 末 业 是 由 [| Rs 
妆 毛 必 EERB 可 后 


的 一 合子 空 间 到 ZZ 上 的 这 鞭 映像 ,而 且 9 -= wef. (2) 是 含 f( 召 ) 的 

-个 紧 (T) 型 空间 ， 事 突 上 , (2Z) = Paeys(2), pa(2) 是 坚 (T,) 

型 襟 间 Z 存 [| Ks 中 的 连 粮 映像 ,所 以 仍 是 紧 (Ts) 型 空间 ,而 依 1 
BEeR 


的 定义 ，P8( $s(2)) 是 紧 (T) 型 空间 的 积 , 所 以 仍 是 紧 (Ts) 型 的 。 
因此 UB] 是 聚 的 ,和 从 而 斌 三 4( 下 机) 是 2 中 的 紧 集 ， 量 包 合 工 ， 
YcCZ， 但 2 二 于 c 印 一 人 W( 因 篇 W 角 是 (Ts) 型 空间 中 的 坚 
集 , 它 必 是 并 的 ), 所 以 (FB)) = 2. 

系 1， 谱 是 全 正则 实 涧 , 那 末 Ff(B) 在 用 RR, (符号 的 意 闵 如 衣 ) 


中 的 闭 包 且 ( 百 ) 是 电 的 紧 化 ,站 且 R 上 的 每 个 实 什 有 界 建 种 画 数 可 以 
延 拓 到 整 往 B( 吾 ) 上 去 

性 . 依 定 闵 工 下 天 3 可 知 H{ 忆 ) 是 吾 的 同 胚 像 ， 冰 且 F( 如 ) 在 
UL RR; 中 的 闭 包 刺 吾 ) 克 是 fA 如) 的 蛙 化 ， 如 果 将 丙 百 ) 中 的 与 百 中 


点 对 厅 的 点 间 五 中 原来 的 相应 黑 等 局 ， 填 末 得 一 熏 芒 雹 ) 同 胚 且 售 吾 
的 紧 (72) 型 空间 B( 台 )， 不 难看 出 ， 
三 = Pi of (af A)., 

恢 定 理 , fs 可 以 巡 粹 地 延 丘 到 整个 BP(Z) 上 去 ,而 秆 延 拓 在 FE)N FE) 
上 奥 P&, 重合 ， 

和 柔 2， 如果 旬 是 由 至 正 划 空 间 忆 到 一 何晴 (Ts) 型 空间 2 中 的 一 个 
稍 子 集 上 的 连 精 映像 , 那 未 2 可 以 延 拓 成 由 P(E) 到 2 上 的 违 种 映 休 . 

让 .证 时 ,引用 定理 1 的 符号 , 2 = yof, 风 把 天 五 ) 速 芒 地 贞 像 
到 2 上 去 ,而 9 的 由 瑟 到 P(EB) 上 的 延 搞 在 FE)NNF(E) 上 一 网 重 


合 . 


定 芒 2 定理 1 的 系 1 中 的 紧 07?) 型 扩张 B(E) 叫做 括 朱 空 间 殖 
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的 Cech 绎 慨 张 >， 

广 。 定 理 1 的 系 2 愉 明 , 上 由 全 正则 空间 已 到 一 个 任意 肾 (7 了 2) 型 空 
癌 了 中 的 过 炉 映 像 必 可 搞 展 成 一 个 由 B(E) 到 了 中 的 连 米 映像 , 换 各 
话 鞍 ，Cech 紧 横 张 有 下 烈性 质 : 它 可 以 回炉 地 映像 到 羽 的 任意 肾 (T,) 
型 注 张 上 去 , 且 在 慎 映 你 中 ,如 中 的 点 保持 不 焰 、， 这 一 性 次 是 做 B(EE) 
的 极 大 性 . 

定理 2. 设 Z 是 合 全 正则 空间 巨 的 紧 (Ts) 型 衬 膨 , 且 互 在 3 中 是 
稠 的 .加 果 巨 上 每 全 有 界 连 蒜 画 数 可 以 延 拓 到 2 上 成 入 Z 上 的 巡 炳 画 
数 , 那 末 2 必 和 与 BB) 同 胀 ,让 且 如 贱 表 示 由 ZZ 到 PB(B) 上 的 同 胚 映 愉 ， 
邯 末 册 南 每 个 mrE 百 ,必然 wz) = %. 

恰 . 证 站 是 由 五 到 CZ 上 的 不 多 映像 :一 283E 瑟 )， 在 定理 
1 的 禾 明 中 ,分 至 = 如 ， 那 末 那 襄 所 作 的 映像 = %5!( 遭 时 P4 是 不 
抱 映 像 ), 应 且 少 把 天 五 ) 同 胚 地 映像 到 2 上 。 依 定理 工 的 和 2 的 说 ， 
存在 由 B(E) 到 允 忆 吾 上 的 同 胚 映像 使 召 的 贴 都 不 酸 ， 

定理 3. 设 Z 是 含 全 正 出 空间 及 的 一 个 紧 (Ts) 型 搞 张 ; 通 如 互 中 
任意 责 集 4, B 在 玉 中 的 隅 包 不 相交 时 , 它们 在 2 中 的 闭 色 也 不 相交 ， 
那 末 辟 上 的 每 个 有 界 建 入 画 数 可 以 延 折 成 引 _ 上 的 有 界 连 炉 画 数 ， 丽 台 
熏 B( 吾 ) 同 胚 . 

新， 对 南下 中 每 个 开 集 了 ,分 RA(V) 玲 示 数 直 烤 上 的 有 界 防 集 
志 (VNEDC Ra (符号 见 前 》 (ee 4)。 径 然 Ra(23) 是 坚 的 ， 20z) = 
= 门 BVT) 闫 四 (TV 通 表 卫 中 侣 > 点 的 开 集 )， 设 8,t E26(8), 设 


Tg 


3 之 t+， 取 数 。>> 0 满足 8 十 6 之 {一 6。, 闭 末 访 (] < ,，s 二 6]) 奥 六 
{[t 一 。, > [) 是 如 中 不 相交 的 天 集 ,从 而 依 假 定 它们 在 2 中 的 并 包 
已, 与 已 也 不 相交 。 另 一 方面 , 依 2,(2) 的 定 闵 , 凡 合 z 的 开 集 下 必 合 
吓 z1， Ze, 入 | 

[Fe — ele, |f(s) — te, 

所 以 z& HN Hs。 革 奥 上 述 蔬 盾 ， 因此 Go(2) 只 能 含 一 侦 实 数 , 舍 用 


1) 瑟 ， Cech 是 指 克 数 卓 家 、 
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0a(z) 表示 这 个 数 . 得 襟 定义 出 来 的 画 数 go(2) 是 六 在 2 上 的 扩张 . 
事 稍 上 ,如 果 习 6 五 ,而 下 是 乞 中 包含 的 任意 开 集 , 击 末 fot 有 (及 ). 
因此 gt2) = (2)，g9a(2) 是 2 上 的 囊 炉 画 数 .， 事实 上 ,如 上 盖 0， 
而 2 2， 迟 存在 开 集 Vo, 使 EV 而 下 (PFC 了 ozo) 一 s， 
galz0) 十 e[; 因 篇 枯草 对 走 每 个 侣 2 的 并 集 玉 ,和 集 RF) 必 合 六 后 间 
] ga(30) 一 9ot20) 十 E[ 以 外 的 一 点 ,由 Ro( 3) 的 紧 性 ,和 从 而 241 30 
也 含 近 样 一 点 。 举 实 上 , {RaV)N(] -00, ga(20) 一 82] Ulga(%0) -5， 
十 co[)|Vo2y 是 一 个 具有 井 变 性 质 的 于 集 族 , 各 上 面 改 明了 的 引 实 
Zu(zo) = 【gal20)} 不 符 。 如 此 ,对 苓 每 眉 25 To， 人 2) 5 RY) ,ft 


[ga(2) — ga(20) [< e. 
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在 第 一 昔 中 已 识 指 出 , 可 点 用 Kuratowski 生理 系 入 和 从 并 包 到 算 
且 王 有 折 (A ER(E)) 出 比 定 闵 思 上 的 拓 搂 和 粘 构 .。 过 喜 值得 注意 的 力 是 
在 公理 中 ,出 的 概念 评 不 出 更 , 俏 包 泗 算 所 是 Boole 代数 六 ( 瑟 ) 中 的 映 
像 ， 症 引 超 如 下 的 典 趣 , 即 不 用 喜 作 原始 构 念 来 考 感 所 楼 千 权 的 理论 . 
寺 板 英 海 (1937 ) 开 始 把 Kuratowski 的 方法 多 和 烙 论 知 合 起 来 ,讨论 丁 
拓 朱 络 的 理 渝 ，G，Nibeling 把 这 一 论点 未 萄 逆 展 ,他 的 书 世 是 在 证 
种 看 法 之 下 守成 的 。 错 此 相关 的 过 有 H.Cartan 的 深远 理论 , 澡 是 用 
来 推广 丰 常 划 列 的 收复 的 ， 屿 第 一 章 爵 座 的 定 同 列 的 收 襄 实 队 上 是 等 
借 的 。 但 在 漆 表 理论 中 也 是 用 集 代 兰 味 作 基 本 构 念 ， 秆 下 洒 打算 腾 租 
全 站 得 种 看 法 ， 而 只 千 合 前 三 章 上 所 玉 皂 要 北 查 移 式 地 介绍 一 下 拓 搂 箱 
的 理论 利 谈 透 的 理 答 。 特别 注重 德 洛 ,以便 合 党 匀 的 人 不 到 ° 对 法 国 派 
的 交 献 (包括 拓 朱 和 寻 性 空间 理论 方面 的 文献) 扰 法 控 锣 .和 示 和 葱 的 描述 请 
过 看 Nibeling 的 害 。 
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定义 1， 一 个 序 集 六 由 做 拓 措 序 集 ， 是 提 有 一直 吕 到 自己 之 中 的 
映像 二 二 术 , 请 足下 烈 三 候 休 件 (4 4， -6 下 1 


遵 倘 映 像 4 -> 二 导向 阴 包 沉 算 、< 时 微 妆 的 图 包 ， 元 -533 趾 敌 于 
的 ,是 指 生 := 有 元 丰 53 时 纵队 着 雁 B83, 是 指 4 “ 户 ， 短 时 我 
们 识 在 序 傈 省 上 定义 了 一 个 拓 撞 洁 衬 (表示 成 ). 

广 . [I) 有 十 蜀 檬 端 情形 , 相 赔 苓 不 足 道 的 拓 拉 精 构 , 即 

(i) 4 = 有 4 {每 个 4&3); 
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(ii) 可 = 万 (每 个 46 轨 , 吾 汇 瑟 中 最 大 元 ). 
(i) 相 订 胃散 拓 把 千 福 ,而 (1) 相应 让 最 粗 拓 把 知 衬 ， 

2) 加 序 集 吕 有 最 大 元 吾 . 了 来 巨 必 是 闭 元 ， 因 篇 个 (1 ) 及 坡 大 
元 的 定 闵 , 司 有 刀 < 挟 百科 盏 ， 

3) 和 如果 一 族 团 元 (Fe) 06 的 变 八 居 在 下 中 存 住 ， 电 本 过 


Er 
个 变 F' 也 是 开元， 囊 帘 上 ,了 <F=>F<F.=F,,BF: 下， 
而 焦 (H), 太志 下 ,多 而 站 = 下， 

4) 拓 搂 序 集 竺 中 一 族 姥 泡 (BE. (< 叫 租 形成 归 的 并 菇 ,是 
指 竺 中 每 个 戎 元 是 某 些 个 如 . 的 变 ， 过 种 闭 基 粮 是 存在 的 , 因 篇 可 坷 取 
(B,) 是 一 切 并 元 所 成 的 族 ， 不 内 看 出 , 如果 轨 的 一 个 于 基 《号 中 作 
送 多 个 元 本 3 中 有 交 , 未 寻 中 任意 多 个 并 元 也 必 在 号 中 有 姿 . 

定 攻 2. 序 集 叶 做 辣 封 的 ( 简 灾 Y- 集 ), 是 指 它 训 面 任意 南天 恬 
上 端 ( 也 时 做 原来 两 元 的 站)， 对 个 地 可 以 定 乾 奖 封 序 集 ( 即 人 - 拒 )， 
拓 搂 序 集 蔚 叫 做 古典 的 ,是 指针 是 具 节 小 元 吃 的 Y- 集 , 证 谢 足 下 庆 二 
人 条件 : 

(Hs) A VL 一 本 Y 2; 
(了 0 = 0. 
这 时 3 的 拓 搂 结 豆 也 叫做 古典 的 . 

十 ,1) (划一 (HE 就 是 Kuratowski 公理 ,下 且 往 意 《Ho) 是 
(日;) 的 得 接 和 后 华 . 

2) 不 峻 妊 明 ,在 古 暴 拓 搂 序 集 瑟 中 , 有 密 多 个 于 元 忆 车 仿 是 开元 。 
定 基 3. 设 序 集 3 上 有 十 个 拓 0 朱 车 襟 t:, 4;. 如 果 对 迁 侦 
二 EE 臣 ， " 

A < AF, 
{上 式 左 . 石 雨 政 各 表 示 元 和 4 接 me 的 陆 包 ) ,六 未 & 是 做 比 5 粗 , 或 
电线 总 精 。 枚 是 序 集 出 上 一 切 折 搂 结构 组 成 … 个 序 集 , 禹 个 取 集 有 地 
大 元 ! 就 是 散 拓 机 和 粘 构 ) 和 与 最 小 元 (就 是 最 粗 拓 搂 四 构 ). 
证 。 如 时 了 到 下 = 六 (加), 即 一 集 电 的 一 切 于 集 所 成 的 Boole 代数 ， 
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汗 术 上 浪 一 切 定 闵 与 第 一 章 的 相应 定 闵 帮 四 符合 。 识 者 可 以 自作 上 比 
校 。 关 时 五 时 做 拓 搂 Boole 代数 于 的 点 福 ， 

定 蒜 4， 如 有 果 拓 搂 序 集 3 的 序 千 构 是 Boole 代数 , 吏 未 3 中 做 拓 
摸 Boole 代数 ， 筷 三 CCR (CA 表示 当中 和 妇 的 镍 元 : A VCA = 卫 ， 
站 入 CA 一 0, 瑟 舱 0 各 种 3 中 明太 元 暴 量 小 元 ) 是 做 元 4 的 ( 开 ) 柜 ， 
如果 加 中 元 丰满 是 各 = 4 4 由 和 做 于 元 ， 因 炙 Boole 代数 号 中 一 个 
并 元 族 名 昌 做 半 划 ,是 提 叶 ;第 个 开元 是 龟 中 基 些 元 的 类 . 

广 。1) 禹 了 侣 是 拓 朱 Boole 代数 加 中 的 开元 ， 必 顷 且 只 须 CG 
是 痢 元 , 审定 上 ,CG “0G -CCE = G 一 >G= 6G. 

2) 由 对 偶 性 不 如 看 直下 到 绞 个 事实 (4 ， A 4 3): 

(i) A d=> A A 

(ii) A4d; 

(iii) 4 = 4; 

{iv》 加 果 号 是 古典 的 ,而 未 4 和 人 4 = 41 和信 4 和 ,让 且 百代 0O 半 

3) 篇 丁 扼 朱 Boole 代数 号 中 一 族 朋 元 外 是 并 基 ， 必 须 且 只 须 
I = CCG, GES} 是 加 的 闭 蒜 ， 

4) 在 拓 朱 Boole 代数 寺中, 任 全 多 个 开元 的 粘 仍 是 天 元 。 如果 
由 中 十 由 的 ,和 屠 末 有 有 窜 和 多 俱 阿 元 的 稀 仍 是 天 元 . 

定理 1。 在 拓 拉 Boole 代数 5 中 ,有 有 下列 命 题 成 立 : 

1) A4,V A= EA, A,- E; 

4 人 4 = 口 = 二 本 人 和 = 0; 

2) 篇 了 GtEB) 是 开元 ,必须 且 只 须 4NAG = 0O=> AN 人 G =: 0; 

3) 如 果子 于 而 G 开 .于 来 下 人 CG 是 闭 元 ; 

4) 么 是 委 双 的 最 大 开元. 

证 1) 和 Al Ya = 天 一 > 4 di， 所 以 人 -1 一 C4: ,从 
而 人, VY 4s = 召 。 第 二 部 分 尹 是 第 一 部 分 的 圣人 习 ， 

2) 设 AAG = 了 = 一 4 人 G := 日 .分 有 一 CG, 那 未 失信 G = 口 ， 
从 曾 玉 入 G = 0, 所 以 下 之 CG = 了, 即 到 = 三. 恢 定 义 4 下 圭 1，G 
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是 开 的 ,其 道 由 1) 得 出 ， 

3) 如 果 政 闲 ,G 肛 , CG 是 于 的 , 划 恢 定义 1 下 赴 3 得 洲 ， 

4) 由 定 闵 4 下 让 2 的 (ii), (iiiy 已 知 冯 是 所 和 的 天 元 ， 蔽 妇 
是 开元 汞 且 G 所 4 , 那 末 依 定 法 生 下 走 衬 的 (全 和 过 生 . 但 8 = 8， 
所 以 如 所 区 

定理 2 在 古典 拓 所 Beole 代数 五 中 ,有 下 鹿 命 题 碾 立 : 

1) 如 果 严 是 翔 元 , 台 是 并 元, 撮 末 必 人 CC 征 并 元; 

2) 4 人 二: 一 AA 六 所 八 A,. 

症 . 1) 田 定 闵 4 下 圭 3 芷 [ 挡 得 出 ， 

2) 因 4 -= (4 信人 VC 所 以 = A 入 A 和 V 
VY 而 六 忆 二 ,从 市 同人 由 = (BA 信和) VA CAA 4,). 
诅 因 (4 人 Ca4 人 如 = 品 , 二 定理 1 的 1 可知 A CA A = 0. 
从 醒 定 理 得 证 

定 茂 5， 在 拓 换 Boole 代数 号 中 ,元 NN 赋 艇 妥 的 部 域 ,是 指 
4 . 

定理 3， 篇 了 了 人 号 全 口 ， 必 须 册 只 须 了 Ed4(d) 一 > 了 人 
八 如 220. 

语 ， VEBA) ST 入 下 0. 没入 旦 =0, 诸 林 太 之 0B， 
从 而 CB 是 开元 是 &3(44), 扒 是 得 出 CB 入 B 六 QQ。 但 另 一 方 出 ， 
CB 人 BCBAB=0. 并 慎 , 反之, 认 -4 八 B 汪 0,TF 之 44, 加 果 
FAB-O, 则 BA 和信 TF=0. 氏 和信 B 半 0 着 所. 

定理 4. 哉 下 是 古典 拓 抄 Hoofe 代数 . 4 着 ( 和 天 癌 ), 慎 来 生 的 
痢 域 至 休 吕 (4) 是 Boole 代数 定 中 的 置 对 人 崩 妈 (5 即 丰 售 已 ) 

圭 . 演 驯 的 过 秆 臣 圣 人民 划 凡生 时 做 谊 透 。 注意 对 疏 一 般 的 证 迁 ， 
任意 有 窜 字 个 元 的 变 必 不 是 0 

证 .让 定 闵 宇 下 广 2 的 tiv) 身 4 得 出 ， 

下 面 闫 户 欣 种 分 肉 性 . 

定 蒜 6. 拓 杰 Boole 代数 当时 做 17) 型 . 是 指 关 从 任 意 填 元 A 
[1 4 站 4,, 必 存在 胃 元 Ci 使 4 去- Ci 但 4 有 Cn 


赴 ， 如 遇 罗 是 括 杰 本 间 吾 的 - .团子 集 所 形成 的 Boole 代数 ， 于 
蒿 上 和 是 70) 型 ,必须 且 只 须 忆 是 (了 T1) 型 拓 摘 容 邮 ， 事实 上 , 设 
A 是 加 中 坪 子 集 , 而 向 生生 ,于 未 以 存在 一 害 4 5 4 和 44， 人 
东 包 合 4 中 骨 生 但 不 售 目 了 的 一 切 开 和 集 玖 的 癸 集 ， 悖 末 吕 是 4 的 痢 
感 , 但 4 和 洋人， 得 就 是 说 ,如 果 五 是 (五 ) 型 完 打 , 轨 三 小 ( 瑟 ) 是 ( 厂 ) 
型 友之, 如果 革 ( 囊 ) 是 CDW) 型。 织 4 一 1 4 一 1 和 用 天 人 
,4 二 ,而 未 依 假 定 , 存 在 开 集 引 , 使 1D ,19091 有 C, 即 他 ,3 有， 
而 3&。 同 埋 存在 轩 集 G2, 使 3p, Gad. 因 此 万 是 (六 ) 型 窒 | 册 ， 

定理 5， 篇 7 Boole 代数 加 是 (7T1) 型 ,必须 及 只 须 其 中 每 元 是 一 
些 团 元 的 精 , 或 必须 且 只 须 每 元 是 它 的 一 切 有 开卷 域 的 变 ， 

盐 . 定理 中 十 个 休 件 是 对 偶 的 , 从 而 只 须 对 其 中 一 个 著 朋 。 设置 
是 (7T1) 型 的 ，-- 般 ,倒台 是 当中 一 切 开 元 的 至 体 , 有 对答 任 意 凤 < 巴 ， 

4 二 人 人 19GEG,C 4 三 4 
可 果 志 于 二 ;, 那 末 末 4 闷 4 ,从 而 依 假定 ， GS, GA,G * 44)， 
这 乙 4 的 定义 了 矛盾， 所 以 妈 = 击 ， 肥 之 , 设 3 中 每 元 是 它 的 一 切 稍 
导 域 的 效 ; 襄 4 本 寺 )， 也， 了 4:E 本， 个 假定 ， 
A = A 人 GIGES, CA. 

弃 然 do 条 4 不 可 能 名 ,GG 汪 4 一 > GG 全 也 ,从 而 3G, G)€ 5， 
Ci 半 息 , 0 本 4， 促 完 . 

定理 6， 居 了 拓 搂 Boole 代数 叶 是 (71) 型 ,必须 且 只 须 每 个 证 上 0 
的 元 忆 仿 一 个 闭 元 守 上 0， 

让 . 必要 性 由 定理 5 看 出 ， 反之 ,如 果 甸 件 满足 ,而 苹 & 吕 ，。 如 
录 气 = 口 ,0 本身 是 于 元 , 途 而 不 待 臣 ， 如 果 蔷 访 0 必 存在 了 缘 元 
二 六 0D, 和合 半 之 六 合 训 = 下 iA|A4 = 4,4 世态 ]， 和 如果 六 0 < 过 总， 
那 末 攻 入 5 入 6 关口 ,从 而 存在 开放 8 汗 OQ, 使 日 所 半 入 C 轩 ，。 骸 是 
依 3 的 定义 , 六 o 汪 避 , 竹 和 i 

BE(XACAY) A X= 0, 

奥 日 汪 0 的 假设 衡 突 ， 葵 完 ， 

定 闵 7. 发 6 是 拓 楼 分 千 知 , A4《 吕 ， 识 834 塌 示 切中 一 切 三 有 4 
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的 元 全 体 组 成 的 分 配子 办 。 设 对 於 BE 834, 定义 有 4 = 忆 人 冯 , 睹 本 
8 4 成 壳 拓 所 和 略 , 电 做 3 的 拓 搂 子 烙 ， 

证 ， 瑟 一 > 如 雁 灌 是 {IH, ) 一 《人 FH). 硅 实 上 ， 《了 (Ti (Ha) H,) 
不 待 甫 ,而 B+ ~ FB’ 入 二 = 巨人 4 人 4 所 (人 人 4) 人 4= BA 
入 4 := 可 ,但 由 已 证 了 的 (于 ) 可 知 B4 :> 下 1, 惩 而 (H;) 也 颗 阴 六， 

定理 7。 如果 折 搂 Boole 代数 8 是 (了 1) 型 的 ,而 4 《3, 填 末 3, 
也 是 (T) 型 的 ， 

证 . 如 时 BEB4, 避 汪 0, 披 定 理 6,3 闭 元 PR 守 0, PE 3， 
Fe BWMBEB, BEA,FA,FES, ,Fo 且 

Fa~FAA-=F 人 A 人 A=F, 
起 是 了 在 和 4 中 表情 定 理 6, 34 志 是 局 ) 型 的 . 

器 拓 杰 空间 的 分 隐 性 相 网 ,我 们 引入 拓 朱 Boole 代数 的 其 它 种 福 
分 离 性 . 

定 闵 83， 拓 朱 Boole 代数 思 时 做 472) 型 的 或 分 识 的 ，(Ts) 型 的 
或 正则 的 ，(T) 型 的 或 正规 的 ，(Ts) 型 的 或 金正 规 的 , 各 相 兢 地 起 指 
它 满 是 下 列 公 理 : 

CT») 公理 . ED a， A 3, dO0, A41 >0， oo 人 有 A 一 0 
存在 天 元 Co 人 ,使 如 入 加 人 04 人 加 人 0D 且 GAN 人 只 = 0; 

{Ts} 公理 . 南 六 FE $3, A > 0, hh 闭 ， A 人 FP 一 口 , 必 存 件 
十 个 开元 Go 人 Gi, 使 起 八 GD> 口 ,站 所 G Ge 人 G = 但; 

(Ts 公理 ， 贡 ,了 是 3 中 十 阴 元 ， 本人 入 = 上 0, 必 存 在 两 耻 
元 Co， 2 使 Po G,, A 二 Cr 是 Co 人 Ci 一 0; 

(Ts) 公理。 识 Fo, 局 时 包 中 责 元 , 下 人 并 一 O= 现 人 人 克 ， EE 
存在 南开 元 Go, Ci 使 工 < Ca， 天 < Gi, 且 Co 人 G 一 0. 

广 。1) 由 定 闵 直接 看 出 ,篇 了 《Ti) 型 空间 瑟 是 正规 空间 ,必须 且 
只 绩 相 应 的 折 搂 Booie 代数 (EE) 是 (了 1) 型 焉 上 且 是 (2 型 的 ;同样 ， 
起 了 (7) 型 空间 总 是 全 正 费 空 册 .必须 上 且 共 须 相 应 的 拓 搂 Boole 代数 
习 ( 吾 ) 是 《Ti) 型 巧 且 是 (Ts) 型 的 。 下 面 将 看 到 半 礁 其 它 分 雌性 也 有 
类 似 命 题 成 立 ， 
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2) 他 正夫 性 各 下 由 性 ， 汇 正规 (T) 型 折 贷 了 oole e 代数 必 是 
《了 2) 型 的 ， 于 依 十 ,前 证 2 汗 ， Ao 0, A > 品 ， 4 人 4) 一 0, 
依 定 理 6, 存 在 并 元 下 全 站 4 要 是 AA 入 让 = 人口 , 竹 而 依 公 
表 (了 73) ,存在 关 元 Co Cr 人 相信 Co 人 DEC Go G = 0, 
苓 是 Cr 人 4 站 0,， 从 而 公理 { ff 应 足 ， 

定理 8， 篇 了 拓 反 Beole 代数 当 是 于 有 则 的 ,必须 且 只 须 它 潇 足 上 
划 休 件 : 

公理 (7， 访 44 站 , 明 人口 ,五 是 并 元 , 和 和 信 咏 放 0, 肥 未 必 存 
全 信鸽 A 人 G0,G 1 

。 改 公 理 《Ts) 请 足 ， 呈 人口 ， 殖 熏 开 元 ， 间作 吾 汪 0， 人 分 

AaB 下，E 且 = 十 ;, 诸 未 委 , 守 加 ,让 是 并 元 , 4 人 下 = 人 
依 公 理 (T3) ,存在 并 元 他 晤 Cl 但 4o 人 G 全 > 口 ,ETSGGANGI = 
就 是 凡人 站 如 DOTeGsem 一 百 . 

友之, 设 公 理 (了 3) 满足 .而 座 4 >. 下 是 开元 , 4 信人 避 =: 0. 
全 ci == 吾 , 吉 末 及 是 并 元 ,六 红 和 入 再 >0. 依 公 理 CT,), 存 在 肛 
元 Co 使 4 和 GD, 有 全 6 = 人 G1, 於是 台 , 先 G6, 是 开元 ， 
A Go O00, F)= oH ed . 一 0 人 CG6= O00， 渤 

诗 。 由 定理 8 喜 歼 看 出 ,得了 (7 型 拓 朱 空间 忆 是 正则 的 , 必须 
且 只 须 六 (五 ) 是 (23) 型 拓 接 Boole 代数 ， 事 宵 土 ,和 如果 万 是 正 岂 空 
册 , 设 和 是 不 宗 集 , 吾 是 开 集 ,十 门 吕 和 贡 , 必 和 存在 点 xmnm 瑟 ,和 镍 而 
EH 座 是 依 正 删 定性 的 性 袜 ， 仓 在 江 的 了 开 痢 域 让 ,使 * EVcFcH. 
鼓 是 入 mr 天 名, 己 于, 徙 而 公 于 1T%) 成 立 ， 反 之 ,证 由 ( 吾 ) 
满 是 公理 {13), 取 革 = {7 , 《及 ,五 是 并 集 ， 于 未 依 公 理 CT) 必 存 
在 开 集 了 ,使 11nTY 于 外 ,VC 林 , 也 就 是 诅 , XEV CC 下 c 己 是 , 稚 而 
二 是 正剧 的 ， | 

定 贰 9. 应 朱 Boole 代数 汪 昌 黎 具 正则 共 8, 是 指 每 情 贿 元 分 可 
以 表示 成 

G= VIBIBEt®, BG). 
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定理 9， 窜 了 拓 江 Boole 代数 号 二 正则 的 ,必须 且 内 须 必 具 本 出 
基 ， 如 果 是 正则 的 , 那 末 甸 的 每 个 并 基 是 正 莉 的 ， 

证 ,只 加 满足 公理 (Ts); 设 甸 是 3 的 任意 并 基 ; 设 瑟 是 6 中 且 
元 ; 识 吾 关 VIBIB€@, 到 太 ;， 屠 末 必 存 住 CEB, 使 B66 且 
EB 本 五 一 > 有 过 吕 但 互生 下， 侣 6 = 六 , 邢 末 .4 人 人 下 人口 ， 恢 定 
理 8, 必 存在 开元 G, 使 4 人 台 人 > 后 ,到 革 吾 ， 依 并 基 的 定义 , 存在 -一 
元 BE 人 ,使 4 入 BB>0,BG， 因 篇 本 则 儿 请 是 旦 人 如 的 便 中 元 
B 必 满足 刀 信 B= 0, 於 是 B<cA4, 从 而 恢 虹 集 的 定 闵 ,G 所 cA 婴 
GA 人 4D>O 盾 .从 而 互 过 豆 , 所 志 依 CC 的 定义 , B 志 C 与 cC 人 
人 号 >> 口 矛 后 ， 

友之 .发 轨 具 正规 基 @; 设 4E 本 , 昌 是 天 元 且 生 人 瑟 >> 吕 ,於是 
存在 开元 GE 和 ,使 站 人 人 GD,CG 所 总 , 因 乱 知 则 司 上 面 一 榜 可 己 苯 
明 瑟 过 co 与 4 人 亚 0 矛盾 .得 是 公理 (T35) 成 立 ,从 而 加 是 正则 
的 。 最 后 命题 已 在 省 朋 的 第 一 部分 薄 出 来 了 ， 

定 蒜 19， 在 拓 朱 =- 人 备 Boole 代数 加 中 ,元 所 吓 艇 下 , (或 Gs} 元， 
是 指 它 是 可 数 多 个 阴 元 (开元 ) 的 精 ( 交 )， 

定理 10， 截 下 是 正则 折 横 Boole 代数 , 草 且 鼓 轨 具 和 可 数 并 基 ， 
明示 每 眉 闭 元 必 是 Gs 一 元 ,每 个 开元 必 是 局 元、 

奏 . 两 个 灶 给 是 互相 对 个 的 ， 从 而 只 症 明 并 元 G 的 情形 就 企 了 ， 
设 名 二 1Gi|i= 1 2 是 作 的 一 个 盯 数 开 基 , 依 定理 9, 外 是 天 出 
的 ,从 而 


G 


li 


TIB, |B, < G}, 
从 而 
G 一 下 总 | 再 < GG! 

是 To 一元， 巧 完 ， 

定理 11， 需 了 拓 朱 Boole 代数 3 是 正规 的 ,必须 且 只 须 它 满 是 下 
到 尾 件 : 

公理 (Ty)。 加 果 下 是 闭 元 , 及 是 贿 元 ,了 过 理 , 那 末 必 存 在 并 元 
6, 使 F<GSG<H. 


0 站 EE 阅 要 诊 


说 贡 吕 是 是 正规 的 : 设 玉 是 并 元 ,如 是 开元 , 玉 扩 各, 命 了 = rr, 
cH -= 让, 擒 是 可 是 团 元 甘 巧 本 和 信访 = O00。 依 公 理 (T4), 存在 
页 开元 Co， G, 使 下 < Co， PG 且 Go 人 Ci 三 oO. 分 Go 三 G ,从 
是 下 江 口 , 而 下 近 eG sc = 五. 

皮 之 , 恕 对 满 足 休 件 (To 旋 加 与 下 是 于 元 ,Fo 人 天王 0， 全 
ca = 再 ,还 未 瑟 是 开元 苇 且 杰 二 吾 。 恢 休 件 (TD) 存在 开元 ,使 
全 CG = 人， 那 末 加 是 开元 ,而 全 = e8 扫 
< CO 一 Ci 下 且 Go 人 Cs 如 人 con = 总. 余 完 . 

定理 12. 需 了 拓 抽 Boole 代数 $3 是 正规 的 ， 必 须 且 只 须 筷 并 足 
下 烈 休 件 : 


(Ti ) 对 扒 思 中 任意 有 宫 多 个 天 元 Pi …， V 
A 


如 果 
(3 中 最 天 元 ), 必 存在 开元 也， …, Us, 使 U,Vi(li 
Vo aE 
和 证 。 令 只 人 须 苯 人 条件 (7T1) 与 113) 等 价 ， 
设 人 条 件 CTD) 成立; 融和， VY。 基 当 中国 元 莫 且 VT = 五. 


分 瓦 三 ctVs WY … 和 YT.), 本 是 下 是 队 元 ， 因 瑟 = 说 We 中 ,可 知 
下 过 下， 依 体 件 (TT) 存在 开元 Ui, 使 已 之 Vi 之 0 之 YF, 衣 是 由 
= eToV YT UO 可 知 YT,Y o'r YTV = 名， 人 肉 是 
由 数 鹿 归纳 法 不 允 党 成 疏 明 ， 

反之 , 设 民 件 (TY ) 满足 ;发 下 是 了 闭 元 ,日 是 开元 ,下 所 吾 , 认 是 
cP YH 马 ,， cF 与 吾 都 是 开元 ， 依 休 件 (TY ) 存在 开元 G， Gi 
使 GCF, 而 之 且 , GVG = 避 ， 骸 是 Go 过 机 所 co, 和 从重 
下 过 eGo 所 G，G, 於是 就 是 满足 休 件 (IT) 的 要 求 的 开元 ， 

系 1. 就 时 是 正规 拓 搂 Boole 代数 , 下 是 其 中 卫 元 ,， 7， ,FF， 
是 其 中 开元 ,和 密 VY TBzB。 分 是 必 存 在 开元 Wi, …, U0,， 使 


i 二 4 


吾 且 


第 四 章 所 接 闲 151 


也; <Vid 区 i 苹 < 1), VU 宇 F, 


i 二 1 


诊 ， 介 5 Wo, 上 出 未 Yo, Vi, "ss 下 是 开 匹 巧 县 V Vs 一 五 


10 


共 是 依 定 理 二 ,在 在 于 元 如 ,使 0 :TA0 之 i 托 2) 甘 有 量 V U8. 


页 是 下 = co = eVo 作 VD = VIAer sn 


系 2， 起 症 是 正规 拓 炙 Boole 代数 ， 及 是 其 中 国 元 ， 《7。 }{e EJ) 

一 族 因 元 , 合 对 雁 每 佼 元 有 守 玉 ,如 果 有 丰 信 ,一 上 对 每 个 :J 成 

六 必然 信 = 日 . 妈 设 对 砍 每 个 “cy， 避 多 有 有 有 有 窜 多 个 <， 使 

V vv oO 於 基 必 存 在 一 族 开 站 (0c E90), 后 ,V(t 《9) 
花 且 

(4AF, EJ 地 AAU, = 0)=>A=0, (1) 

证 ， 正 如 同 电 定 理 雪 很 容易 推出 系 1 嫌 样 ， 无妨 只 考察 = 名 

的 情形 .。 我 们 把 满足 休 件 (1) 的 元 族 (LC,) 叫做 下 的 开罗 董 [如果 

YU 在 83 中 存在 ， 师 未 过 个 定 闵 确实 异 拓 朱 罕 间 中 禾 蔓 的 定 义 相 
Ed 


入, 即 人 条件 (1) 等 伴 樵 VC 宝 ， 事 实 上 ,如 果 玉 近 YW D 北 且 


EEF et 

车 和 0 竺 一 切 c&9 戌 立 , 吉 术 二 二 及 人 入 政 生 入 
人 入 VU= V(t4AU) = 0, 和 从 而 生 = O00， 友之 , 设 了 入 VU 

EE fi tes 
下 末 省 三 上 人 ec YU 这 0. 而 A 和信 U = D 对 一 著 下 了 成 立信 

ser 

基 察 巴 的 一 其 注 是 下 刘 休 件 的 并 给 获 中 = (Ti)vey 的 全 条 
2 下, 和 下 或 下 = 下.( 每 个 让 7)， 对 认 叶 E82, 全 Jw 三 {ce|:f 7 
而， 尘 半 Vc. 答 而 虽 天 四， 在 人 中 定 闵 文 序 如 下 : 命 
8 ,规定 财 < 对 1 是 指 
革 访 每 个 “< Ja 到 一 WY (从 丽 Jw' C ?w')， 不 内 看 出 昌 成 篇 序 

了 到 太 条 如 中 一 个 全 序 于 集 . 二 J = U1Jw | 各 《及 }， 革 崔 每 个 


1 和 


Le, 合生 = 邢 ,, 如 了 中 EK, 而 邢 , 过 了 ， 得 个 下? 的 定义 处 席 
足 上 述 条 件 的 加 EK 的 愤 坚 钨 并. 对 巩 ce 八 ,全 Pi = Wi 碎 
是 3E? = (Fe J). 是 忆 的 开 萎 蓉 ， 事 宵 上 , 设 4 入 WV = 0 类 爷 
个 :EJ 成 址 ,如 果 有 4 沁 0, 存 在 一 元 B, 0 之 BA,BAY,>0 
最 多 只 对 有 帘 多 个 .成 立 ,这些 表示 成 5, ,cs。 事 宽 上 , 平 少 
有 一 《9 ,使 4 入 V0, 国 篇 本 昌 4 就 = 0 了 ，。 着 叶 可 命 
B = 了 信人 Fo。 依 关 饼 (F,) 的 假定 , 汝 是 B 入 ,> 的 < 澡 萝 癌 
有 网 多 个 ， 噬 然 下 是 从 序 的 ,从 而 (Ja 各 sx 也 邓 序 起 来 , 由 是 必 在 在 一 
个 中 EK, 使 上 上流 的 庄 Edww (I 之 让 之 和)， 棒 是 ip, 一 WW, € 2 
(1 过 尼 才 R)， 如 既是 媚 的 覆 莫 , 节 朋 《J 一 >W, 之, 而 BAT 4:-0 
潮 每 个 :天 (1 上 过 7) 成 立 , 可 知 BWAV VW,= 
= Wo VV WL ,各 典 0 〇 过 BA,4 人 Wo = 0O(e EI) 矛 拓 . 
礁 是 得 多 33? 是 媚 的 天 覆 蓝 ， 人 "2 不 待 器 ， 准 是 8 满足 2Zorl 埔 助 
定理 的 做 件 , 和 从 而 中 具有 极 大 元 辕 * 三 (V4)(e 《J)， 对 座 每 个 :7 
,之 TT 或 U.=V,, 设 有 一 必 <J 使 Do, 满 足 也 ,和 TO 
的 UU 至 多 有 育 突 多 个 , 因 篇 Us2 VF,. 於是 已 =TLEo DA 人 Te > 0} 


存在 ， 售 已 = CU 入 了 下 是 并 元 ,而 因 Te 人 OV B= VD 
EE 


所 以 下 ,人 ec 所 吕 , 因 需 下 人 Us>0O 一 > 和 DO —>U, UU, 
误 是 下 =eUAV,, = UAVT AV VerV,) = eoU AV eT,,, 
焦 定理 11 ,存在 开元 全 ,使 玉 冬 序 ， < 扫 证 < 和 下。 圣人 知人 巾 上 天 
分 由 = 也 ， 扒 是 (下 (ce 《JY) 成 需 五 的 天 往昔 ,让 有 【 帮 .E2， 
(Hees < (于 ,ee 与 (7 的 三 大 性 矛盾 . 起 是 得 苹 (0D,),:; 就 是 
所 求 的 ， 

沫 3， 设 吕 是 正规 拓 朱 人 备 Boole 代数 ,已 需 其 中 开元 ，(V,),e 
古 玉 的 偶 给 匡 ， 正 且 对 沧 每 个 元 4 守 0, 3 BE3, 0 之 B 之 4. 
B 八 VV, >0 宇多 对 有 寅 多 个 : 《J 成 立 ， 那 末 忆 存在 下 的 舌 禾 莱 
(D0)cer ,使 对 每 个 <cEJ， 了. < 挟 了 

误 ， 和 与 系 2 的 着 阴 完 全 一 样 . 


第 四 齐 折 反 知 153 


定 标 11. 一 个 烙 号 中 两 个 部 元 族 (4 ，…， 及 ，{ 呈 ，…， 瑟 。 叫 

做 相 供 ,是 指 对 雁 任 意 一 粗 在 1 与 ?之 闻 的 自然 数 生 ，…, ,必然 
A A A 一口, 人 :… :A 八 B;, = 0O, 

定理 13. 篇 了 古典 拓 搂 的 Boole 代数 加 趾 正规 的 ， 必须 且 失 组 
下 烈 信件 请 是 : 

人 条件 (T ). 对 每 和 个 中 元 (i,…, 让} 必 存 在 2 个 开元 
00 Cl 使 Fi 态 G: in a | 了 电 
161 …, 如 4s】 相似 ， 

证 。 设 6 是 正规 的 ; 设 {人 ,天 | 是 一 希 闭 元 . 三 

PF= VIFaA A TilFoA A PA P= 0, 
1 i ER, EE€ N}. 
雁 是 下 是 了 元 , 凌 且 让 八 让 = OO， 于 = 6F 是 天 元 ,六 HF 
焦 加 的 正规 性 , 必 存 在 并 元 Gi, 使 让 所 人 五 :， 蕉 是 
1G FT 和 相 便 ， 由 鲜 秽 法 不 妆 完 成 昼 明 ， 

反之 , 设 呈 满足 人 条件 (Ti )、 圭 = 2, 立 剂 得 出 (IT) 来 . 

定理 14 (THxoHoe A. H.). 具 可 数 基 的 正 划 古典 拓 朱 zo 悄 Boole 
代数 必 是 全 正规 的 ， 

广 。 这 说 朋 , 对 鼓 具 可 数 基 的 古典 折 朱 = 条 Boole 代数 广 , 正则 
性 ,正规 性 吐 公 正规 性 三 个 概念 是 一 致 的 . 

束 . 融 生 是 艺 的 一 个 可 数 开 基 。 恢 定理 9, 忽 是 正则 基 . 设 玉 绩 
下 是 加 中 十 元 ,而 人 oA 八 忆 一 0= 人 人 太 . 紧 然 是 正则 从, 必 存 
站 BY, BDVEGS(i = 1,2,…), 使 c= VB cF = VB ,而 
且 

FA BY- 0, PABL-=O (n=1,2,..), 
今 定义 GI = Bl, GD = BY 人 cd, 
GP = BPA eV BP, GP- BAcVY GE = 1,2,.). 


kk 二 1 Kk] 


艾 是 GB, GH 者 是 开元 。 合 = VY GW, Gi= V Go. 


41 nk | 


154 后 抄 空 了 亲信 斑 


拟人 入 所 一介, 所 以 色 过 ec, 从 而 一 方面 瑟 扩 VB, 但 人 BW 


tl 


= 0, 站 是 GP BP, 所 以 Fo 入 GP =0, ,ce VB 於是 
F, = (V BL) 人 FP.= VB 和 APoOS 


<V (BPA eVon) = 0.. 


Ti—1 


辣 理 记 之 G1， 峙 南下 < 人 积 ， GHAGY EV OA GD = 0, 而 对 


Rm GMA GD GY 人 上 Ve = 日 ,从 而 如 人 加 = 口才 
是 天 的 全 正规 性 证 完 ， 

定理 15.、 设 加 是 扼 朱 Booje 代数 , DE 号 ， 如 困 当 旺 分 座 的 ,下 
雪 的 或 全 正规 的 ,其 Bp 也 各 是 分 风 的 , 正 旭 的 或 全 正规 的 ， 

证 . 读 吕 是 (7a) 型 的 ， 设 4, 463p，do> 口 4， 
人 八 41 一 0, 航 是 在 号 中 存在 开元 Go, Gi 使 如 入 人 人 > 有 0 而 信 
人 Ci， Co 人 Ca 一 0, 时 未 Ho 一 Co 人 D 租 H 一 Ci 人 1) 是 
3n 中 的 开元 , 兹 且 4 人 局 = 4 和 人 如 DOD, A 全 = 六 中 人 0， 
五 八 昌 Go 八 人 一 0. 座 是 Bp 也 是 (72) 型 . 

识 吕 满足 (1,) 公理 ; 设 4 六 0 是 3o 中 任意 元 , 是 3 中 闭 
元 ， 下 且 .4 人 二 一 0., 对 礁 记 在 名 中 的 贿 包 所， 由 鼓 下 在 机 5 中 
肯 ， 

人 =ADAT -ANDAF) = 如 入 下 =0. 

由 樵 于 的 正则 性 ,存在 开元 Co G1, 使 4 入 Go >O， FG,, (ro 人 
信人 二 Q. 五 一 Cu 人 D 所 Hi 二 GA 八 D 是 Bp 中 的 开元 ， 六 是 
A Ho= AGO0, P= ENDEGAND= HH, HAH,=0. 
从 而 下 5 是 正 出 的 ， 

识 和 满足 公理 (Ts); 证 所 ,下 是 Bp 中 十 个 开元 , 丽 
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FAN{FIAD = 0= (ANAND AR,. 
由 其 珊 达 DD, 本 志 革 可 知 记 入 一 OO 〇 = 入， 和 依 (Ts) 公理 
在 等 中 在 在 开元 所 ,34 使 记 太 Go 本 近 G 且 Go 八 G = 0 加 是 
三 Go 八 卫 和 恰 恒 == 和 八 司 是 Bp 中 于 元 ,六 是 Ho 守 让 ,于 这 记 |， 
天 入 了 Hl = 口 , 答 而 总 bp 是 全 正规 的 ， 

广 。 由 定理 12 的 系 1 不 座 看 出 ,如 果 也 是 正规 拓 朱 Boole 代数 号 
的 并 元 , 那 未 3p 是 正规 的 。 但 如 不 设 卫 是 蚀 的 , 命题 一 般 不 成 立 { 例 
见 第 二 章 ). 

定理 16. 篇 了 拓 朱 Boolé 代数 3 是 爹 正规 的 ,必须 且 只 须 它 的 每 
个 子 拓 朱 Boole 代数 Bo 是 正规 的 . 

证 。 休 件 的 必要 性 由 定理 15 及 定 闵 8 下 的 址 2 是 明显 的 。 反之， 
设 每 个 子 拓 杰 Boole 代数 Bp 是 正规 的 ; 设 fo, 局 是 入 中 丽 元 ,满足 
入 民 =0- 羽 和 八 忆 ， 合 卫 = cl 人 所 )， 衣 是 所 人 DD 和 伍 
所 八 咏 是 在 Bp 中 的 办 元 ,下 且 (和 八 DD) 人 入 (FPA 人 D) = 0 8p 证 
是 正规 的 ,在 35 中 必 在 在 在 Bo 中 开 的 元 G6, G1; 使 

FA DA Cu， AD G,, Go 人 Ca = 0. 
必 汪 在 宙 中 是 肛 的 ， Cro, :在 当 中 也 是 于 的 ， 由 胞 Fo 人 Fi 一 0, 可 
知 琴 所 c 忆 , 稚 而 FoF.A ch,= BA 人 过 GG., 同 至 亚 所 品 , 扒 
是 器 的 全 正规 性 丑 完 . 
32. 溢 透 

定 闵 1。Boole 代数 芋 中 的 不 实 昨 对 偶 纪 ( 即 一 半 偶 各, 天 分) 也 
藤 漆 和 过， 、 

他 1， 裔 各 ( 囊 ) 表示 集 五 的 一 切 子 集 所 组 成 的 Boole 代数 .如 果 
王 是 挫 穹 集 , 弄 ;未 巨 的 一 切 有 哗 集 的 种 集 形成 兴 (E) 中 一 个 潜 透 。 特 
别 如 台 二 以, 相应 的 漆 透 叫做 Fréchet 滚 透 ， 

人 馈 2. 831 未 已 指出 , 如 果 已 是 拓 朱 空 尖 ,任意 点 x 的 完全 痢 域 钥 
站 (3) 形成 导 ( 吾 ) 中 一 个 漆 透 ， 

定 苇 3，Boole 代数 号 中 淤 透 叫做 上 比 深 透 记 粗 ,而 上 比 f 精 ,是 
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指 记 过 户 。 如 时 让 等 展 , 生 叫做 比 证 时 精 , 外 比 记 监 粗 . 

广 。 如 果 钙 个 淤 透 之 中 ,有 一 个 比 另 一 个 精 , 它 倘 虹 做 可 比 的 ， 如 
果 包 比 记 精 , 久 也 比 外 精 , 屠 未 = 和。 识 (1) (te 《J) 是 Boole 代数 
3 中 的 一 族 恋 透 ,而 了 天 , 那 本 门 fi 僵 是 一 个 漆 租 , 因 篇 BE 站 下 


[a ee 
{ 瑟 是 名 中 最 大 元 ), 其 它 性 质 不 网 看 出 ， 如 果 到 中 一 切 深 透 按 包含 天 
公 { 也 就 是 按 精 粗 比 较 ) 序 次 , 冉 未 道 些 漆 透 成 规 一 个 序 集 人 8, 荡 是 NR(3) 
的 子 序 集 , 而 fr 正业 庄 和 i 在 下 中 的 下 端 ， 央 此 人 叫做 诈 洪 透 
(和 ) 的 下 端 滚 透 ， 
定理 1， 设 名 是 一 Boole 代 归 区 中 的 子 集 。 坊 了 存在 一 个 包 合 @ 
的 沥 朋 ,必须 且 只 须 矣 @G 中 任意 有 家 多 个 元 如 ，…， 4 必然 
有 人 0 
硒 . 1) 必要 性 . 於 『 是 合 仿 的 淤 透 ， 那 末 对 任意 有 守 多 个 元 
及 1 必 有 在 人 1, 挫 是 由 深 
和 肖 的 定 族 得 知 4 人 … 八 4, 天 驴 . 
2) 充分 性 。 设 龟 满足 定理 中 的 条件 。 合 
负 ' = REN}, 《 工 》 


冯 合 
"= {4BES', BA A, AEBL, (2) 
认 是 有 EG 和 肌 守 有 A453=> A667", 店 生 由 全 ,5 的 定义 不 内 
看 出 8” 中 有 寓 多 个 元 的 迹 仍 在 8” 中。 由 慨 敲 OO 名 ,从 而 口 引 名 
於是 马 " 使 基 一 个 含 吾 的 恋 透 . 
科 ， 设 f 是 Boole 代数 3 中 的 深 肖 ,和 5 和 ， 篇 了 存在 一 个 深 表 
f', 使 六 二 和 UJ 1 4 必须 且 只 须 下 5 一 > 王八 业 天 0 
圭 。 在 定理 寺中 , 滚 鹏 叫 伐 由 怨 生 成 ,而 名 叫做 名 "的 母 元 粗 . 
注意 一 般 久 "天 {有 3 BEB, 呈 拉 和 ,4 人、 篇 了 芭 ' 等 起 上 面 不 等 
式 右 滤 的 集 ,必须 吕 只 须 僵 中 每 人 元 必 产 某 个 在 百 中 的 元 ， 
定理 2. 发包 是 Boole 代数 加 中 一 个 于 集 ， 篇 了 
&, = (4BES, BA, A€W) {383) 
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是 深 透 ,必须 且 只 须 鱼 葡 足 下 列 两 条件: 

(1) A, BES—> IC EG,CLAAB: 

(2) WB. 下 有 LO € §, 

换 句 话说, 需 了 上 面 的 @ 是 潜 透 , 必须 且 只 顷 @ 是 3 中 一 个 非 空 节 王 
不 包含 0 元 的 按 六 的 定向 列 ， 

证 .必要 性 不 待 串 ， 充 分 性 也 不 准 征 明 ， 

定 蒜 3，Boole 代数 3 中 一 个 非 空间 贡 不 包 售 0 元 的 接 汪 的 定 
向 列 8 是 做 洲 透 基 , 或 更 确切 地 谨 , 时 做 按 定理 2 的 (8) 和 与 它 相 应 的 深 
过 @ 的 基 。 两 个 漆 洪 基 时 做 等 儒 , 是 指 它们 生成 同一 个 湾 透 ， 

广 ， 如 果 @ 是 滩 泛 上 的 母 元 组 , 那 末 (1) 中 的 @' 就 是 f 的 基 。 

注意 在 拓 模 空 闻 巨 中 ， 点 % 的 一 个 基本 部 域 烛 就 是 % 的 完全 思域 
家 的 沙 透 基 。 

定理 3， 需 了 法 泛 f 的 一 个 子 集 久 是 f 的 基 , 必 须 且 只 月 对 於 每 个 
和 4E1, 必 存在 BEB, 僻 B 坟 A4. 

识 ， 必 可 性 不 待 一 ， 如 果 定 理 中 休 件 满足 ， 部 末 (3) 中 的 ,=F， 
从 而 是 1 的 基 ， 

证 1， 设 4(>) 是 定向 集合 8(6) = {6'16'E I, 5' > 8}, 郑 末 
1St6)18& 4} 是 Boole 代数 一 三 9i(4) 中 的 一 个 淤 透 基 ， 它 所 生长 的 
深 湛 时 做 4 的 截 部 淤 透 . 

广 2。Fréchet 沥 透 即 是 定向 集 和 的 薇 部 湾 透 . 

定理 4、 屋 @6, @o 各 是 湾 泛 1 已 的 基 。 需 了 P 比 f 粮 ,必须 且 只 须 
关於 每 个 4<G6,34'e go 使 4 挟 4。 篇 了 雨 潜 透 基 6，G。 是 等 价 
的 ,必须 且 只 须 对 热 每 个 46 各, 3 4'《 ,使 4' 过 4, 装 且 对 於 年 人 
有 ,3 44E, 梧 委 之 和 A 

证 . 从 洛 ( 第 者 可 以 自己 补足 , 作 入 糠 如 )， 

定理 5. 篇 了 Boole 代数 3 中 有 冉 多 个 泪 透 处 ,，…, 在 叶 的 一 
切 潍 乏 按 包含 天 傈 ( 即 精 粗 上 比较 ) 所 形成 的 序 集 @() 中 具有 上 端 , 必 
须 且 只 须 对 任意 41 ef 雪 i 扫 加 ,必然 如 八 … 和 人 4 天 O， 竹 了 
% 中 一 族 湾 泛 {f,}(c 《J) 在 (3) 中 具 上 端 , 必须 且 只 须 对 均 . 的 任 


158 ji 提 和 间作 识 


音 有 填 子 集 瑟 , {fj EH} 在 8(%) 中 有 上 端 ， 

恬 ，1) 第 一 部 分 定理 的 条件 的 必要 性 不 待 嫩 。 设 深 透 和 ,和 
满足 定理 中 休 件 , 皂 末 UU… Uf 按 定理 1 生成 一 个 深 舟 .而 过 个 
淤 尖 , 不 肉 看 出 ,就 是 售 庄 fi(1 < 1 < 4) 的 最 小 话 延 ， 

2) 第 二 部 分 仿 第 一 部 分 由 定 织 1 不 识 推 出 ， 

乘 . 设 (fo) (4 《J) 是 名 (3) 的 一 个 双 序 于 集 , 那 末 依 定理 5, 庄 直 
在 名 (名) 中 有 上 端 . 

定 藏 4，Boole 代数 3 中标 大 不 襟 鞭 对 价 妇 叫做 超 淤 透 . 

党 理 6， 在 Boole 代数 3 中 ,每 个 潍 舟 必 合 在 一 个 超 深 透 中 ， 

浴 。 利 用 定理 5 的 系 由 Zorn 埔 理 直 接 推出 ， 

注意 在 Boole 代数 中 , 刍 侦 幻 f 电 做 素 的 ,是 指 

AVvVBEI—>Ati 或 Beéi, 
我 们 有 下 列 定理 ， 

定理 7. 篇 了 Boole 代数 3 中 不 襟 时 对偶 纪 是 超 淤 潘 , 必须 且 只 
须 它 是 素 对 偶 妇 

证 。1)》 必要 性 设 1 是 超 深 入 好 识 4 E 有 Bt4 但 AVBEl. 
合 奋 = {XXEB, A4 VXEfN, 那 来 甸 尖 9, 而 是 驴 是 3 中 淤 透 ， 但 
g 二 和 ,而且 @ 天 太 因 乱 6EG6\\f，、 这 与 f 的 极 大 性 矛 后 . 

2) 充分 性 ， 我 们 可 以 订 肯 更 强 的 辕 果 ; 设 @ 是 一 个 漆 乏 的 母 元 
粗 ,而 对 每 个 耳 & 8, 必 然 或 者 全 EB 或 者 Cc 人 TE， 那 末 5 是 超 深 涝 . 
事实 上 , 如果 了 是 一 个 漆 活 冰 卓 f > @6, 那 未 ,如 果 呈 <f, 必然 eXY 《于 ， 
和 从 而 5X 各 ， 所 以 依 假定 下 E65, 即 1 c @， 堆 是 66 的 标 大 性 刁 完 ， 

系 . 希 了 Boole 代数 $3 中 的 对 但 幻 1 是 超 深 和 通 ,必须 且 只 须 它 在 
3 中 的 祖 集 入 下 是 非 空 杯 天 抽 妇 ， 

尊 ， 谈 f 是 超 德 泪 . 合 @ = 3 TF, 那 末 OE5, 和 从 丽人 外 过 玫 ， 设 
XE 未 之 1 和 从 而 了 和 人 一 > 了 Y 了 1 有 Y ES. 识 人 , 吾 三 名， 
那 末 恢 定 理 了 7 了, cC4，c 瑟 6f, 从 而 64 人 5B EF. 所 以 

A‘VB= c(tcdA cB)¢ i, 
即 4 VYV BBE, 从 而 龟 是 杂 ， 由 於 恕 E14, 所 以 瑟 是 芽 杂 , 设 4, Be， 
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和 入 B=0O, 部 未 CA YCB = 已 Ef， 和 从 而 依 定理 7 了, 或 cA ET 或 
cBEf, 也 就 是 吝 或 六 E 各 或 BE 人 SB,， 现在 设 9 是 包含 全 的 妇 7, 而 设 
有 EYD, 邢 末 cA4 上 习 , 因 和 希 否 则 号 cq4E 习 , 即 五 E 田 , 从 负 田 就 不 是 
自 妇 了 ， 因此 ,如 果 昌 是 导 娩 , 那 末 < 这 加 , 所 以 ov E 茵 。 本 是 恢 
上 述 , 4E 引 ,从 而 则 = 华 。 喜 是 名 的 极 大 性 得 苯 ， 

道 命 题 怡 是 正 命题 的 对 偶 , 因 此 不 待 促 。 

下 面 考 察 按 德 透 收 仇 的 开题 . 


定 蒜 5， 在 拓 抄 信和 格 宙 中 ,发 和 是 沥 透 , 那 末 八 玉 三 4 叫做 i 的 
ref 


附着 (表示 成 4(1))。 洪 肖 f 叫做 在 号 中 收 钊 ,是 指 在 名 中 存在 一 个 原 
二 ,使 号 (P) CT 我 们 表示 成 一己 . 

广 。1) 珊 吾 是 拓 朱 窗 间 ，(*e) (8664) 是 其 中 定向 点 烈 ,而 外 = 
= (4s) (5E24) 是 相 认 的 截 部 漆 透 : 

ds = fre 18“ 了， 6' > 6}. 

个 妆 礁 定向 列 的 理论 ,可 知 1 的 附着 是 一 合集, 其 中 的 点 力 是 (zs) 的 -一 
切 可 能 子 定 疝 烈 的 榴 限 。 过 上 时， 篇 了 一 了 = 1p}，p 《五 , 依 定 闵 ， 
必须 且 只 人 须 针 雁 每 个 VEW(ip), 360€4, 使 ds 己 耻 ， 岂 就 二 
> > (1. 

2) 注音 一 淤 透 的 附着 想 是 开元， 如 果 和 4 是 泪 乏 1 的 附着 ,对 办 每 
个 满足 4 入 六 省 口 的 元 ,入 六 汗 口 半 闪 每 个 户 &f 成 立 ,从 而 恢 
$I 定理 1 的 1),F 八 下 > 上 0， 填 一 性 换 在 熏 面 是 有 用 的 注意 (1 
定 至 3) 需 了 4 人 再 >O, 必须 且 只 须 VEVW(A) 一 > 了 AB>O., 欠 
而 如 有 是 原 于 了 ， 可 知 篇 了 了 之 必须 县 只 须 YEP) 一 > 王八 
信 吕 之 O00， 由 此 可 知 ,篇 了 一 咎 诛 于 P 之 一 侦 潍 肖 f 的 附着 ,必须 且 
只 须 了 的 每 个 闻 和 与 1 中 每 个 元 相交 ( 即 其 交 > O 〇 ). 

定理 8。 吉 了 原子 书生 漆 透 1 的 附着 ,必须 且 只 须 在 拓 拉 人 备 Boole 
代数 名 中 有 一 湾 过 to 之 f ,使 h— P. 

证 。 合 EW(P), 那 未 六 入 下 > OCFEND, 稀 而 {VP 人 人 Fi 
€ BP), FEf) 成 需 一 个 漆 透 基 ， 琶 j 是 由 鞍 个 基 上 生成 的 深 捞 , 那 末 
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fo 二 于， hh 二 CP) ,从 而 fj 一 三 . 
反之 , 设 存在 淤 各 1 二 『, 使 六 -> 三, 埋 末 依 上 面 的 赴 , 已 过 了 对 
等 个 Fochf 成 立 , 从 而 书 所 八 六 三 人 不 王 完 . 


rusfo ref 

漆 1， 需 了 一 个 超 深 透 4 收 争 慌 一 个 原子 了 P， 必 须 且 只 须 P< 
的 附着 . 

证 ， 关 比 超 漆 透 更 精 的 淤 肖 只 能 = 1 

对 2. 对 然 (T,) 型 拓 搂 空间 召 , 及 ( 吾 ) 中 一 个 收 襄 深 透 的 附着 愉 
由 得 个 泪 透 的 极限 那 一 个 点 组 成 ， 

座 。 对 冷 (7T2) 型 空间 吾 , 一 点 的 券 域 所 成 的 小 迁 %fz) 的 附着 
恰 是 单 点 集 1Xi}， 因 篇 对 雁 任 意 嵩 yy 关 x， IU E80y), VE€ Rw), 
VU NV = 区 ,从 而 依 定义 5 下 娃 2, y 《 (zw) 的 附着 。 如 玉 深 透 1 伊 
於 +, 那 末 f 忆 加 (x), 代 而 f 的 附着 所 于 (2) 的 附着 = 1%}。 但 个 定 
理 8, 由 苓 1 本身 二 1 所 以 1%) 必 f 的 附着 ,从 而 1 的 附着 = 42 上 

广 。 杀 2 的 六 命 题 不 成 立 , 即 如 果 深 透 f 的 阶 着 是 钊 点 集 !x},f 闫 
不 一 定 化 元 +。 事 衫 上 , 设 记 是 散 宏 间 , 论 包含 揪 穹 多 由 设 和 是 由 包 
合 * 莫 且 它 的 福 集 是 有 帘 集 的 那些 集 宜 成 , i 显然 是 一 个 潍 透 ,六 有 生态 
弃 是 散 的 ,任意 子 集 是 于 的 ,从 而 

NF= 让 到 = 12). 

Fet Fe 
但 2 印 有 一 部 域 是 1X} ,没有 一 个 户 &f 能 够 满足 下 < !72) ,从 而 1 不 笋 
Rw! 

利用 淤 溪 ， 也 可 以 很 方便 地 表 过 出 拓 搂 实 间 的 紧 性 的 充分 必 庶 人 条 
件 来 . 

定 闭 6。 拓 朱 Boole 代数 竺 做 紧 的 ,是 指 由 当中 任意 一- 族 满足 
Me 一 吾 {( 召 是 轨 中 最 大 元 ) 的 开元 (Geer， 必 可 选 出 有 吴 多 个 元 


Ce Ge 使 WG = 互 ， 


三 ] 
广 . 如 果 吾 是 拓 把 空 沿 ,而 号 = 六 (如 ), 那 末 知 了 名 是 附 的 折 搂 
Boole 代数 ,必须 且 只 续 召 是 紧 拓 朱 空 间 。 
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定理 9， 篇 了 拓 杰 人 备 Boole 代数 等 是 察 的 ,必须 县 只 须 下列 任 何 
一 和 个 条件 成 立 : 

1) 对 版 名 中 任意 一 族 半 元 {了 ,le Ji, 如果 每 有 穷 多 个 下 , 的 交 
寺 9, 那 末 人 局 天 口 . 

2) 3 中 每 个 超 德 透 必 收 鼓 。 

3) 3 中 任意 漆 各 1 的 附着 4(1) 关口 ， 

惧 。1) 与 紧 性 的 等 人 性 由 竺 代 性 直接 看 出。 

设 多 是 紧 的 ,和 从 而 1) 成 立 ， 设 1f 是 8 中 任意 德 透 ， 由 恋 透 的 定 
蓝 , 中 人 尾音 有 名 多 个 元 下 ,了 必 廊 是 


A 0, 从 而 人 Fi 0, 
三 天 二 】 


而 依 1)， A 天 0， 状 是 8) 成立， 


eg 设 f = {|e 《J 是 名 中 一 族 于 元 , 站 生 每 有 帘 多 个 
交 不 等 於 0。 依 定理 1, 3 中 有 一 个 包 合 1 的 深 透 i. 依 假定 3)， 
0 入 


供 是 1 成立 ， 
现在 征明 2)<>3)。 妇 2) 成 立 ， 那 末 对 於 3 中 任 音 注 各 1， 依 
257 轩 理 必 有 一 超 德 下 和 二 1， 依 2)，i 收 化 於 一 个 原子 已 < 站 但 
依 定理 8 杀 1， 
AD 二 /AT> 人 了 ff 宇 P， 


从 而 4(f) >> 0. " 

反之 , 设 3) 成 立 , 那 末 四 中 任意 超 翻 透 的 附着 4() 天 O，、 依 定 
理 3 未 1,f 收 化 . 

定理 10, 设 1 是 紧 拓 接 备 Boole 代数 中 一 个 注 透 ,而 设 处 = 
= 4()，, 那 未 4 的 每 个 郑 域 了 心 污 和 中 一 元 ， 

证 . 设 了 59(4) ,和 从 而 立 关 44， 如果 T 生 每 个 站 Ef 满足 天 尿 
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让 A 信 eV 关口 , 恢 定 理 5, 吕 中 有 一 渗透 久 刁 和 刁 (A4)， 礁 是 依 定 
更 9 的 3), 4) 天 口 :从 而 
Ali1 DAS) >> 0., 
但 
4(@) = A EG= A (FAcV)Eo, 
2 To) 
上 所 以 
4 个 ) 拉 6 人 人 47 人 4= 口 

因 篇 『 了 之 王 之 4， 所 以 潮 出 矛盾 ， 和 从 而 必 存 在 一 个 《if, 满足 
FACcF= 0,BmF< TV. 

和 柔 . 在 坚 ‘7T,) 型 拓 搂 人 备 Boole 代数 虽 中 ,篇 了 潍 各 i 下 启 ,必须 
且 只 须 f 的 附着 0) 基 原 子 的 。 

广 、 上 比较 定理 8 未 2 下 的 诗 ! 

尊 . 几 要 性 一 般 是 成 立 的 , 岂 定 理 8 球 2。 反之 设 4(1) 是 原子 的 ， 
有 (i) 一 忆 ， 依 定理 19， 忆 的 每 个 畦 域 必 们 f 中 一 元 ， 演 就 是 前 
3(P) ci 依 定 闵 , 1 一 了， 证 完 . 

定理 11. 紧 (T) 型 拓 朱 Boole 代数 3 必 是 原子 的 ， 

这 1) 首先 奸 明 在 紧 Boole 代数 6 中 ,每 个 六 元 下 全 GO 必 合 一 
极 小 于 元 书 关 口 , 也 就 是 向 在 负 的 一 切口 的 于 元 所 厚 成 的 序 集 申 
中 有 标 小 的 ， 事 实 上 , 依 Zorn 埔 理 在 思 中 有 一 含 下 的 超 恋 笑 f、 依 定 
还 9 的 83)， 4 关口 .分 和 = 4 , 那 末 


A=A 人 He 人 已 = A HH, 


Hef 于 tf 放下 ef 

也 就 是 膏 , 于 元 和 4 帮 吾 料 共 一切 吾 ETNn 串 成 立 ， 如 果 委 不 是 味 中 的 
极 小 元 ， 必 存在 名 中 于 元 @, 使 0 过 Q 过 4， 准 是 fuU {1Q} 形成 双 
中 一 个 深 泓 基 , 它 所 生成 的 淤 透 只 能 是 1， 因 篇 f 是 超 淤 秋 。 但 挫 是 
@ EF nN ,从 而 44 志 8, 与 上 面 矛 盾 。4 的 标 小 性 得 害 . 东 上 且 4 扫 五 
对 蕉 一 切 电 《1 1 路 成立 ， 

2) 现在 设 3 是 紧 (7T1) 型 拓 反 Boole 代数 , 邻 苯 每 个 极 小 阴 元 
P >0 必 是 原 于 。 否则 必 存 在 人 QE 3, 0 之 9 之 PP, 而 依 定理 6, 必 在 
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在 于 元 局 ,使 CO 委 下 过 了 人 9( 因 人 人 6 = 0 一 了 过 昌 ), 从 而 
ORZP, 因 PAcQ -= PPR 一 >0=PAQ=0, 演 
诺 卫 的 极 小 性 巴 盾 。 所 以 竺 合 1) 部 分 已 司 得 名 中 每 个 邯 元 耻 守 0 
必 合 一 原子 。 这 下 是 说 , 吕 是 原子 的 ! 


3 38. 巡 糖 映 生 生 过 六 莉 数 


如 芒 映像 也 可 以 不 糙 点 来 敬 理 。 造 在 第 一 章 中 也 篆 部 分 涉及 .于 
衷 莘 述 一 下 . 

定义 1， 肖 拓 搂 序 集 到 拓 所 序 集 3’ 上 的 同 如 23@ 叫做 过 车 ,是 
指 24,BEB, 4 挟 开 -一 -04<3P. 

定理 1， 知 了 由 拓 摸 序 集 3 到 拓 拉 序 集 3 上 的 同 驴 由 是 回炉 的 ， 
必须 朋 只 须 骑 苍 每 全 4 《3, 04 < 女王， 

证 . T) 讼 定理 中 条件 满足 , 而 44, BEB，A 和 4 所 再 ， 那 示人 4 去 
过 D8, 所 以 94 之 TB， 党 正 是 膏 巡 灶 . 

2) 反之 , 恋 出 连续 ,而 46%, 那 未 二 过 让 ,所 以 03 之 BA. 

定理 2， 如 果 在 定理 1 中 吾 是 可 省? 的, 那 末 坊 了 重 是 束 炉 的 , 必 
须 且 只 须 对 然 罗 ' 中 每 个 于 元 F', 有 玉兰 已 在 区 中 是 于 元 . 

骨 ，1) 设 定理 中 条件 满足 ; 设 4, BE%8, 4 之 8, 那 末 下 一 和 
是 附 元 从 而 依 假定 , 忆 三 加 是 了 元 ， 诫 然 加 8 之 ,所 以 依 色 的 
定义 召 科 四 鼓 是 下 所 太 = 丰 , 符 击 由 妆 是 知 和 4 万， 可是 
24 < BF < FP' = 6B, 即 依 定 施 外 连 种 . 

2) 反之 , 设 名 连 炳 ， 设 r 篇 3' 中 开元 ， 全 有 Fr = 下。 因 篇 
FoF Fe oF, OF F, WEF = F, FGF ECF. 
而 依 多 之 定义 , 记忆 加 所 = P, 即 严 是 开元 . 


1) 由 序 集 加 到 序 集 吕 ' 上 的 同 襄 二 是 指 二 是 由 双 到 对 ' 上 的 喘 像 ,满足 于 (A AB)= 
-BAABB), BAY B= BAY EH), A, B EB, 


同 态 条 是 可 送 的 ,是 指 圣 英 任 意 4'& 8'， MY 4 必 布 在 ,其 中 轨 o={44 IE(4)= 
a 


2 


一 A4 汪 。 苑 界定 宣 的 逆 映 像 允 将; 加 (4A) = 4 
惟 包 六 p 
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定理 3， 设 8, 3’ 是 雨 个 拓 朱 Boole 代数 ， 甸 是 由 号 到 3 上 的 
全 > 同 髓 , 那 来 篇 了 甸 这 炽 ,必须 红 只 天 对 每 个 也 元 GE $$G' 三 G 
是 开元， 

座 . 设 所 , G' 是 8' 中 而 元 ,而 所 熏 G' 在 3' 瑟 祖 , 盎 末 @ 记 = 五 
与 多 G' = G 也 是 瑟 衫 的， 因此, 替 了 G 是 开元 ,必须 且 只 须 下 是 胃 元 ， 
从 而 依 定理 2, 即 可 玲 完 . 

定理 4. 设 3, 3' 是 拓 摸 Boole 代数 ，@ 是 由 号 到 8/ 上 的 储 辐 
亿 , 那 宋 篇 了 站 是 媚 午 的， 必须 生 只 须 对 於 鲜 个 4 EB 及 重 4 寿 3' 中 
的 每 个 痢 U', 必 存在 4 在 加 中 的 法 可 ,使 BU UU!, , 

诈 。 设 定理 中 的 条件 成 立 ; 设 U' 是 3’ 中 开元 . 全 4 二 名 U'. 全 
然 $4 雪 可, 所 以 太 篇 4 三 @4 的 痢 ， 依 假定 存在 4 在 3 中 的 痢 
,使 80 之 U', 内 是 雪人 BU' = 4A， 但 依 痢 的 定 闵 , A4 志 如 之 U， 
和 从 i = 4 = 如, 即 和 4 是 开元 ， 依 定理 3, 4 是 速 续 的 ， 

反之 , 设 作 旦 过 闵 的 , 4 E33, U'E€ (A ),D' 是 开元 , A' = 名 1， 
依 定理 3,，U = 多 U' 是 开元 ， 由 A' 才 VU’ 可知 有 4 世 U. 吧 U < 
从 而 定理 中 的 条件 成 立 . 

定理 5. 篇 了 由 拓 朱 罕 间 互 色 拓 杰 空间 | 中 的 映像 了 是 连 秆 的 ， 

必须 且 只 须 糙 兴 每 个 点 46 瑟 及 内 (加 ) 中 每 个 旬 从 4 的 洲 迁 1 f+f) 是 
一 信 洲 浊 大 ， 误 伍 蕉 (a). 

证 . 识 了 是 违 炉 映像 ,显然 ff) 是 深 透 其 设 1 是 以 (五) 中 禾 座 
0 的 深 透 。 取 UE 名 (fF(0)), 那 未 焦 定 理 4,I3U0€ We), 全 OCU' 
弃 然 1 二 >4, 3R ET 使 PC 从 而 A(F) Cc HU)cU', 芝 就 是 说 
0 . 

琶 满足 定理 中 的 条件。 对 锥 任意 we 号，4 的 完全 疡 域 粗 
是 而 也 4 的 潍 透 ,从 而 依 条 件 , f(%(0)) 狂 於 (a), 从 是 对 可 每 个 


1) 同 态 更 书信 人 备 的 ， 古 指 旱 任意 40e VJ) EB， Ya 六 4 部 麻 相 .总 且 
ee 


(lV AD= VY $A, 2 NAD A oar 
ttE [i te 
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U'EB(HQ)), 3U0€E%(a), 合 Ff(UJcU', 依 定理 4 [或 第 一 章 8$2] 上 
是 韦 厦 的 . 

我 们 也 可 以 不 用 点 来 讨论 连 粹 面 数 ， 篇 此 我 们 引入 下 列 概念 ， 
定义 2 拓 朱 Boole 代数 全 中 的 开元 族 (G2) (2 = 这 ， 0<kE, 


2 = 1 2, …) 叫做 二 迭 标 度 ， 是 指 对 从 任意 十 个 如 上 的 2 什 ,2 
Ee WA 

社 。 设 加 是 拓 朱 空间 ,而 (G4) 是 38 三 弛 (如 ) 中 的 二 复 神 度 , 仿 第 

二 童 $1 的 方法 ,全 
ftw) = infiaA |Ga 3 w}, 

f(x) 就 是 召 上 一 个 连 芒 画 数 。 反之 ,如 果 f(%) 是 万 瞎 种 画 数 , 那 未 
分 

他 一 {XIr EE, Fr) < A}, 
{Ga} 形成 一 个 二 复 标 度 。 因 此 ,在 一 般 拓 拉 Boole 代数 的 理 答 中 ,二 
进 标 度 起 着 平常 拓 杰 空间 中 巡 车 画 数 的 作用 。 走 是 公正 出 性 也 可 以 引 
入 到 拓 朱 Boole 代数 中 去 . 

定 贰 3， 拓 拉 Boole 代数 加 叫做 公正 朋 , 是 指 它 满 是 下 列 公理 : 

公理 Tas, 设 起 守 0 亿 卫 是 当中 而 元 , 站 是 阴 的 , 4 人员 = 口 ， 
那 未 必 存 在 一 个 二 揽 标 度 (G2), 全 直入 Go 于 0. 记 和 八 G=0. 

广 。 设 五 是 (T0) 型 窒 章 ,3 = 于 (五 ); 设 如 EB, 耻 是 一 个 不 合 
的 于 集 , 缉 来 全 一 1x0) ,和 节 全 1 一 六 G4 一 玉 。， 公 理 Te 舍 味 
着 存在 上 尝 灶 画 数 (4), 使 fx) = 0，w EE 一 > 入 X) = 1 从 而 
百 是 至 正则 空 庙 ， 友 之 , 屋 吾 是 全 正则 空间 ， 如 是 任意 集 , 下 是 于 焦 ， 
而 4o mn Fi = 久 . 蕉 是 存在 如 Ed oof 下 ,从 而 存 在 百 上 连 辕 画 数 、 
fo 使 和 E 瑟 一 >0sFz) 1 而 六 ro = 0, f(x) = 1(2€ 8). 
从 而 机 ne = 瑟 , EG 了 岂 就 是 说 4on Go 沽 汪 ,过关 明了 = 到 ) 
是 全 正则 的 ， 

定理 6， 设 加 是 拓 朱 Boole 代数 ,如果 包 是 公正 旭 的 , 那 未 对 是 
正则 的 . 如果 革 是 (T,) 型 莫 且 正规 的 , 济 末 省 是 到 正剧 的 ， 
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性 . 1) 证 千 是 全 正则 的 ;二 和 击 六 品 黑 瑟 是 3 中 十 元 , 让 是 贿 
元 ,4 人 Pi = 已 . 依 公 理 1aa, 存 企 二 进 标 度 (Ca) ,使 4 人 名 半 上 0， 
FA 人 = 0. 全 O, = Gu， OO = CC， 那 末 O,, 0, 是 戎 元 . 及 
4 人 DO 而 因 届 入 G=D, 下 有 cs 扫 cG = 0 又 Oo 人 
和信 0; = 0, 因 篇 和信 C6 志 人 人 cBGo = 0. 天 说 明 允 是 正则 的 ， 

2) 发 扫 是 (7 型 且 正 规 的 ; 设 和 > 0, 也 是 阴 元 , 和 入 站 =0. 
依 $1 定 理 6, 存 在 开元 负 , 使 OO 天 而 所 如 烘 是 i 人 m= 0, 全 
Ci 一 CE 31， 於是 C: 是 并 元 让 且 人 Ca = 0, Fo, 让 喜 世 的 正 
规 性 , 依 定 理 11 ,存在 开元 Gu, 使 Fo 之 Go 所 甸 所 G。， 反 缉 使 用 定理 
证, 可 以 基 每 个 二 淮 分 数 4 二 六 10 所 上 世 29,， 1 = 工 2， …) 作出 一 


用 元 Gi, 鸽 0 志 < 之 和 人 1 一 > Gx Gr， 座 是 (G4) 是 一 二 进 概 
度 , 满 是 二 和信 信守 本 计 00, 记 信人 = 0. 所 以 加 是 至 正 惠 的 ， 

定理 7， 革 於 全 正 刚 拓 朱 Boole 代数 切中 任意 元 DD, 3 是 全 正 
出 的 

霜 . 发 如 人 -CO 和 天 是 np 中 坪 元 , 花 玉 只 是 区 op 中 贿 元 . 而 
A 人 = 0, 由 零 已 在 Bb 中国 ;因此 证 = 所 , 信 DD; 叉 因 A DD,， 
所 以 依 假 定 4 人 EB, = (A A DD) A 人 EF, 一 A 一 0. 依 公 娃 Tao， 
存在 村 中 一 个 二 浊 标 度 (H2), 合 4 人 总 全 0, FF 八 五 一 0 分 
G4 = Ha 作弄 末 (G;) 是 Bp 中 一 个 二 进 标 度 ， 使 A 和信 G6 00， 
站 和信 i= 0 Bzp 的 至 正则 性 得 发 . 
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$1， 距 , 距 喜与 复 距 元 ,一 致 性 结构 


定 藉 1. 设 巨 是 一 个 集 ,由 瑟 x 吾 测 广 数 直 粮 素 上 的 梨 [0, 上 二 oo] 
中 的 瑞 像 4z,， 9) 叫做 瑟 上 的 距 ,是 指 

ly ees pr, HR) = 0; 

2) ,JE pr 一 pzY) (对 得 性 7) 

3) wy 2 二 PpP(z,Y) (三 骨 不 等 式 ). 

特别 ,如 果 p(X, 及 只 在 关中 取 值 , 它 电 散 捍 距 雌 ， 所 距离 2(7, 2) 
身 驹 中 骨 , 是 指 (2 1) 一 0 一 > 人 一世。 

镜 ，1) 在 数 直 和 粹 总 上 ,全 p(X, za) = [2 一 2|, 就 得 到 巨 上 一 个 
距离 . 同 理 , 在 豆 上, p(x, YY) = |] 一 上 i 是 算 ， 

2) 发 总 是 一 集 , 9804) 是 由 五 到 羡 中 的 映像 , 那 末 

Bf =|) HV) (ww, YEE) 

是 五 上 一 个 捍 趾 见 . | 

3) 设 工 表示 [0, 1] 上 一 切 按 Lebesgue 可 稿 分 画 数 的 会 体 , 末 末 


1 
pz, 9) = 1b) — yat (z(t), y(t) €L) 


是 上 的 握 距 座 . 
4) 设 瑟 是 任意 集 , 分 
0 吉 2=y,， 
P(r, YY) 一 {a 如 4 到 纺 {w, YI EE 


瑞 末 ptzy 2) 是 已 上 的 距 肉 。 如 在 上 式 中 把 工 换 成 十 co, p{%,Y) 是 
忆 上 的 距 。 如 果 在 上 式 中 把 相等 角 保 换 成 巨 中 任何 ( 按 代 数 意义 的 ) 等 
屠 顺 译 ，p(2 , 2) 是 握 距 陵 。 加 时 把 上 式 中 的 1 换 成 任意 正 数 a, 也 有 
猜 似 的 伺 质 . 
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定义 2. 设 集 巨 上 有 一 距 族 P= {pi | J， 所 请 由 中 族 五 在 局 
土 沁 定 的 拓 朱 千 构 ,是 指 由 下 列 痢 域 中 定 的 拓 朱 千 寝 : 当 雁 fo& 五, 全 
Vio ty ,ni Ey 一 
= {yoda el EEE, tr ed, yeE EB}, 
庆 识 * 之 0 是 任 总数, 站 二 任 意 自 然 数 ,使 (Yo) 需 一 切 形 如 上 述 的 集 
的 全 体 , 斑 取 4 作 忆 的 基本 思域 粗 ， 
广 ，1) 我 们 姓 明 上 壕 的 焦 砍 能 形成 x, 的 基本 剖 域 祖 ， 不 风潮 出 ， 
如 果 取 = min (efe 0 0)， 
Vrs er es en E) MN VR; cents rs tntm! P) DD 
局 (ee 
受 吉 ET(zo) esie 那 趟 
Belt Ws (lk 


合 


6 = min (5 一 p(wo, 4)), 
] 喷 关 二 了 


不 难看 出 (利用 三 负 趟 等 式 )， 
Te 

2) 特别 , 妇 果 已 只 由 一 个 距 得 成 ,已 在 吾 上 洪 定 一 个 拓 搂 千 构 ， 

使 区 (五 ， 的 一 癸 基 本 券 域 灿 由 下 列 集 族 组 成 : 
Nt) {Ta ee) 8 > 0}, 

训 里 to; 5s) 二 1491p(20, 2 之 6 JEB} Vetwo) 是 做 以 zo 壤 中 心 
以 6 >0 需 牢 径 的 5- 球 (如 果 在 讨 葵 中 该 有 区 分 必要 上 时, 简称 篇 球 )， 
由 Splreo; 5) 或 Szo;e) 家 示 ， 

3) 知 了 由 距 粗 已 = 1 96|e&J) 所 央 定 的 扼 朱 精 构 rp 是 (72) 型 
的 ,必须 卫 只 须 p23,V) = 0( 对 -=- 切 c EJ 成 并 ) 一 x = y. 事 符 上， 
乱 了 扼 镁 车 构 tp 是 (72) 型 的 , 必须 且 只 须 对 秦 巨 中 任意 十 个 不 同 的 
Ec 了 ,和 使 

VRy es ry cns EI NN VEOys Fi, ne, Kn 7) = ®, 
这 让 六 0 7 之 90。 所 以 得 蛙 
Vers es +, en: 5) By 
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即 盏 几 有 一 自然 数 主 1 近 关 扫 2 使 Pest 之 e, 即 Per 细 天 日 。 
反之 , 讼 有 一 peu(z 2) 天 0， 孝 林 售 正 数 < 满足 0 过 < pet%, 5)， 
於是 


Vy (x; co 二) 门下 (7: 号 = 劝 . 


使 tp 篇 (Te) 型 的 距 族 P 叫做 分 内 族 ， 转 别 , 党 了 由 一 个 振 距 齿 P 迷 
定 的 扫把 乎 楼 是 (了 Ta) 型 的 ,必须 且 只 须 P 是 距 飚 . 

4) 设 {Lt 59} 是 集 巨 上 -一 族 等 便 关 保 , Pi 表示 按 定 闵 工 下 例 

生 的 方式 所 决定 的 距 : 
ee 

让 也 = 1pcleed 在 召 上 决定 的 拓 搂 车 裤 tp 叫做 由 等 价 关 祭 族 { 洲 .} 

诀 定 的 拓 朱 千 构 。 坦 样 决 定 的 拓 反 千 构 汞 不 是 少见 的 .下面 将 看 到 鞍 

类 的 有 趣 例 . 

定理 1。 篇 了 拓 拉 空 淹 户 的 拓 杰 类 构 + 可 以 由 一 个 分 离 的 得 路 次 
族 P = {pe|e J) 决定 ,必须 且 员 须 巨 是 全 正则 襟 机. 

到 ,1) 这 分 性 。 设 请 是 至 正则 空间 ,由 第 二 章 $3 的 定理 , 存 信 一 
族 互 上 的 连 粮 画 数 {f.|: EJ ,使 fAB) CC 10,1] (ei), 而 {ff.) 决 
定 五 上 的 拓 所 千 榴 ， 命 

Pet 3) = FE FAM) (2 YEE, Ed), 
由 左 的 全 正则 性 可 知 {4.} 是 分 欢 媒 距 凤 族 . 对 於 每 俏 则 x0E 上 五 及 
VE dz0), 存 在 一 牛 六 (co < 了) 使 fe vo) 二 二, 太宗 帮 下 一 之 疡 sz) = 日， _ 
从 而 
Fa co DE {wf (rm) 一 六,(zo| < 1 EE CV, 

即 避 盖 E， 人 但 取 任 意 有 窗 多 个 f(r 71 过 开光 ), 斌 然 它 们 都 
是 上 上 按 # 的 连 蔗 醉 数 ， 

V(roie, ry (nis) 二 KZ) 一 六 le 1 = 


一 门人 [Fa 一 ec 必 六 (2)<F(Caro) + 6} = 
上 二 4 
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总 一: 
站 fotlfet Ro) — #8, Felito) + £[) 
£=) 


十 巨 中 合 zo 的 开 集 ,从 而 存在 FE 名 s(20), 个 
V EV ee, tn; 6), 
即 上 > xp。 充 分 性 性 完 ， 

2) 必要 性 ， 设 马 的 拓 朱 竺 构 + 由 一 分 风 顽 距 岂 族 P=1p.|c 5 91 
雇 定 ,上 = tp。 依 定义 1 下 的 广 3, tp 是 (7s) 型 的 。 了 到 mo 五 太 
VE Br 必 存 在 ctL< 委 天安 2) 及 < 人 0 使 

F(zoi et wy tn} EI) CT 
合 产 ( 打 三 pefzo (iE BE 吾 )， 了 皮 然 由 三 角 丰 等 式 洗 
[fe — f(z)| = | ecfzoy Y) — Palo, SH EE pe(y, 2), 
从 而 
Vy ee >| f(y) f(a), 
即 每 条 六 是 召 上 沁 炉 函数 ， 合 
fiy) = max (min (人 ， 1)). 
[3 


工时 所 星 好 
於是 所 #1) 是 五 上 违 炉 画 数 , 0 扫 fy) 之 1(E)， 东 且 
Fr) = 0, EEV o> Hr) = 1, 

从 而 哺 是 他 正 员 的. 乃 完 . 

拓 搂 六 楼 由 一 个 距 餐 决定 的 拓 搓 窒 浊 具有 最 简章 的 性 和 芮 ， 而 且 节 
类 位 平 营 的 空间 下 ,天 ,请 等 等 ， 但 一 般 拓 朱 空 划 的 拓 灾 和 粘 构 不 一 定 
能 由 一 个 味 座 决定 , 即使 他 是 全 正则 的 容 刘 ， 我 们 将 在 下 面 举 酮 并 技 
出 它 可 以 由 一 个 距离 决定 的 必要 充分 人 条件。 但 距 雍 的 作用 主要 十 表 这 
十 药 的 下 近 ,也 就 是 用 一 个 数 的 “大 ,小 "来 表 堵 着 雨点 的 让 近 ， 我 们 可 
以 用 更 一 般 的 能 “比较 大 小 ”的 量 求 表 过 反 种 误 近 , 即 可 以 用 满足 一 定 
休 件 但 非常 一 般 的 序 集 来 表 过 Fréche [21, Kurepa[3], Colmez[13 
等 1)。 章 里 我 们 不 作 这 衬 最 一 舰 的 考 罕 . 而 秸 合 上 述 , 由 一 个 特 丈 的 序 

定 闵 3. 由 集 吾 x 如 到 御 库 大 中 中 的 映像 ctz, 2) 是 做 莒 上 的 
神 扩 中 肉 , 荐 指 
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1) x,y EE—>o(7r, y) 0, v(t, 1) ~ 6; 

2) ww, YEE—> It, y) -oy, 2) {对称 性 ); 

3) zy E> ot, WD) or, + 512, 其 (三 角形 不 等 式 ). 
福 失 距 齿 (xz ,YY) 时 修复 距离 ,是 指 它 汶 足 休 件 

4) if， 1) 一 站 一 > 一 2 
赋 有 复 所 距 底 或 复 距 离 的 集 是 做 复 报 距离 空间 或 蝎 距 肉 空 测 . 

主 . 1) 发 屎 表示 广 数 直 荆 。 售 4 表示 素 ! 中 一 切 如 下 的 元 6 的 
全 体 : 6 = (zjes, 其 中 有 朝 多 个 2 6E [0, 十 col, 其 角 z= 十 co。 
4 按 束 ' 所 诱导 出 来 的 区 序 成 壳 按 扫 的 定向 集 : 对 於 每 十 个 元 5， 
dE 4 必 存 在 Ed 使 页 委 有 , 训 扫 有 ， 巩 是 对 走访 E4， 

Fw Y) 之 2 训 果 2 < 扫 十 oo， 
ceftz 任意 ”加 时 z= 十 oo， 
证 让 os(2, 9) = (oF, Yer, = (20) (ee €J)， 如 果 在 5 二 {2.) 
中 ,ze pa 了 而 zs = 十 oo 人 天 4，ecn) ,和 那 末 

S(moi8) {ze(t, to) KE) = Vigo es ey en Zs gf) 
得 时 

Pro er oe, cn? try a) = {2| orl, Xo) A 

又 由 定 散 3).2), 引 可 知 {so. | & J 是 一 个 担 距 欢 族 ,而 篇 了 它 是 分 风 
的 ,必须 且 只 须 o 满足 4)，、 由 1) 不 钨 看 出 ,对 雁 由 振 距 座 族 {1o,|: 《J)} 
决定 的 拓 朱 车 构 ，{3S(zo; 5)18€ 4} 成 壤 ww 的 一 个 基本 痢 域 租 ， 和 个 
拓 搂 畦 构 也 时 做 由 复 ( 插 ) 距 离 > 决定 的 , 表示 成 1(o , 4), 而 相 详 的 拓 
把 空 滑 琢 示威 瑟 (o,， 4)。 如 果 针 於 SEd, 集 各 二 避 中 任 春 雨点 3 
满足 c(zy 2 <G ,我 们 说 “4 的 ec- 直径 小 走 5”， 

2) 赣 距 购 空 间 ( 距 网 空间 ) 的 于 空间 有 4 仍 是 窗 距 见 ( 距 内 ) 空 间 . 闻 
空间 上 的 神 距 风 ( 距 艇 ) 即 原 来 实 间 上 的 审 距 衣 (距离 ) 限制 在 内 x 4 
上 而 得 的 画 数 . 

3) 在 虽 距 欢 空 曾 吾 中 ,任意 点 的 基本 叶 城 粗 的 “ 序 型 > 是 相 岂 的 . 
事实 上 ，xro 的 一 个 基本 痕 域 组 {S(xo0; 6) |#€ 4}, 了 但 mo 振 关 ， 和 过] 
需 了 ZE 有 己 吾 (或 ?64'C 吾 ), 必须 且 愉 须 在 4 中 (在 和 {xz} 中 ) 可 取 


cr, 人 <a<>| 
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出 一 个 序 型 拱 4 相位 ( 即 序 反 向 ) 的 定向 列 (xs)sss 丈 ,和 便 2 一 2 
证 . 人 条 件 的 充分 性 不 待 余 , 而 如 果 Xo& 所, 那 末 , 对 於 每 个 5 4， 
存在 ?es 妥 , 司 XE S(tz0;8), 即 otzo, Xo) <5， 区 是 对 座 每 个 旨 & 4， 
6 Wa) < 
所 以 Xe S(mo; 加 )， 迁 正 是 说 , ye 一 xo。 因 此, 在 考察 槛 距 购 空间 中 
的 丘 搂 问题 蛙 , 只 须 考察 序 型 与 4 道 相似 的 定向 点 列 。 特别 是 距 购 空 


和合 中 ， 
,1 
(ee 

是 zi 的 一 个 基本 痢 域 粗 , 从 而 只 须 考 察 平常 点 烈 就 驶 了 距 欢 空 尖 的 
简 埋 性 的 一 个 原因 就 在 过 点 ， 

4) 任意 全 正则 空间 可 以 看 成 复 距 肉 空 间 。 只 须 依 定理 工 也 它 的 
一 个 足以 决定 其 岳 杰 灶 构 的 分 离 提 距 座 族 , P = {p.1: 7), 而 全 

ot, HV) = (p(w, Yev, 

全 .着 察 [9, 1] 上 一 切实 秆 范 数 的 全 体 1[0, 1] ， 滋 於 4+ 三 *(t) 

及 # 三 Y(t)&f, 命 
ew, Vy) = (| — yi) oa, 

类 是 a(x%, Y) 是 ff 上 一 个 被 距 岁 。， 按 近 侦 神 距 衣 所 决定 的 拓 拉 车 构 ， 
篇 了 (Xs) -> V0, 必须 且 只 须 (Xo 中 ) 一 oo 人 ft 薪 每 个 ft& [0, 1] 成立 ， 
也 就 是 膏 , 指 丽 数 而 (X600)) 一 20(t) 的 "点 旧 收 侣 ”. 

党 蒜 4， 由 复 距 雇 空 间 Eto, 4) 到 槛 距 座 实 淹 (oe', 4') 中 的 映 
像 了 上 叫 般 一 致 连 炉 ,是 指名 亦 每 个 5E4( 瑟 的 尽 度 ) (8 隆昌), 必 可 找 
到 3Ed( 吾 的 尺度 ) (5 半日 ), 使 

ot, YL E> a (f(r), FW) XB', 

广 ,1) 特别 是 在 距 衣 空间 克 , 到 的 情形 ,一 焉 过 粮 性 的 休 忻 可 以 

者 着 如 下 : 对 碟 每 个 正 数 8, 必 让 在 正 数 5, 使 
PX, VEE po), fy)) < 

2) 福王 褒 空 间 上 的 一 致 束 入 映像 必 是 连 而 的 .事实 上 , 取 2o6 互 ， 

那 末 局 定义 4 中 的 休 忻 , 圭 苹 每 由 8Ed (8 洋 日 ),， 必 存在 Ed 


2 


(3 天 6), 使 
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CTo， y) < > o'{(f (ro0), Hy)) < 6’, 


VES(R SG) > Hy) E SCF mo); 6'). 

3) 语 辐 , 刀 , E 是 三 人 慢 槛 距 底 空 草 ,而 了 是 由 殖 到 吾 , 中 的 一 到 连 
种 上 映像, 而 8 是 由 天 所 ) C Bi 到 志 中 的 一 臻 连 粹 映像 , 那 末 gef 是 由 
所 到 E 中 的 一 致 连 车 映像 , 

4 对 於 距 此 空 间 ,还 谚 的 一 玖 连 逢 映 像 万 是 数学 分 析 中 一 和 臻 连 炉 
酌 数 概念 的 自然 推广 . 

定 藏 5. 负 视 距 角 空山 五 处 巡 : 时 做 同 裤 的 ,是 指 有 一 由 五 到 瑟 上 
的 一 对 一 映像 站 ,使 1 奥 了 都 是 一 致 连 车 的 ， 过 时 了 叫做 同 构 喘 像 ， 

鲁 i. 设 恕 与 占 守 是 由 集 豆 " 形成 ,但 在 号 中 合 


郧 


p(T, #) 一 DS nl, 第 一 {Sr}), Y 一 (Wk), 
不 二 1 
而 在 吾 , 中 兮 


中 


PURX, Y) = > kl 
部 未 ,不 难看 出 , 糙 於 任 意 一 革 元 Y, 


pix, 四 (人 
vv 


从 而 二: x 一 是 由 万 到 上 ;上 的 同 衬 映像 ， 

全 2， 设 刀 是 拓 搂 空间 ， 其 拓 所 车 楼 由 一 可 数 的 摄 距 踪 分离 族 
tenjn=<ls… 决定 ， 我 们 苹 明 五 必 是 焉 网 空间 , 即 吏 确切 地 膏 , 已 赋 以 
福 距 购 az. 个 = {pn(2 2 (aa = 1,2,…) 必 同 构 认 一 个 距 购 空 
渴 ， 事 实 上 , 合 : 


上 2 1 ， 
px, y) = 四 有 


“ 2 1 二 + oaf 人 2) 六 

注意 对 任意 非 负数 w,， 及， 有 本 
+ 一 1 8 

iyatpB iia TIT+ 


下 


I 六 搂 从 间 鬼 殉 
竹 而 未 炮 看 出 


oT SI oT, TY) + PW, 2), 
APRNY) 一 0< 人 Proft YY) = 0 = 1,2,.. < >, 因 篇 {pn1 
是 分 刻 族 . 因此 P 雄 是 距 购 ,全 4 表示 定 闵 3 十 所 进 , 作 篇 典 视 距离 
atz, zy) 相应 的 尺度 《 即 EN 中 的 元 的 革 集 )、 扒 是 对 於 任意 3E4 ,只 
有 有 帘 甸 个 , 乱 妨 设 Pi1,…, Pp， 受 限 制 , 即 

Bad, HE (1 


由 於 
pr{(T, Y) 
一 2300，1)， 
1 十 pn(w, 1) (%, ¥) 
链 而 
P{W, 革 一 全 (Li ) < 
pre 7) 的 
期 
min 6 
[和 eT ; 
pt， DT min sy min & 了 人 Op Y) ey (1H 一 > 
] 吕 左近 和 


一 人 og{X, 0% 


反之 ,对 评 任 意 * 盖 0, 取 N 足够 大 ,使 互 去 zr 必 训 , 坝 最 
Pat 网 Dl < p(X, 和 立 去 高 + 


于 于 去 < 

订 完 ， 

广 ,1) 由 上 上面 所 杰 上 由 知 间 树 的 复 距 台 容 二 必 按 用 复 距 购 所 引 六 
出 来 的 后 朱 粘 权 同 有 王 ， 道 命 古 不 成 立 ， 即 如 果 两 补 距 骨 空间 的 由 其 视 
由 组 引导 出 来 的 拓 朱 炉 构 同 胚 ,它们 不 必 是 同 构 的 ， 下 面 共 痊 折 把 半 
桂 就 可 以 看 到 过 样 的 例 . 

册 上 述 可 知 揽 中 瞩 所 引出 的 车 构 不 仅 是 拓 换 灶 构 ， 皮 际 上 ， 用 浇 
下 能 定义 拓 灾 桔 构 时 ,我 们 只 用 了 c(zo, y) < 的 天保 ,而 复 距 隆 远 表 
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着 出 了 ol(%, 4) < 的 天 傈 , 即 复 距 睫 相 说 的 不 仅 是 球 Stzo3) ,还 有 
Fe = {Yel 2 < , 即 相 应 圾 槛 焉 雇 不 超 表 8 的 一 切 又 偶 所 
粗 成 的 集 , 证 种 集 是 在 玉 x 巨 中 的 .于 面 我 们 考察 泛 种 集 的 性 袖 . 

注意 , 设 玉 (os, 4) 是 福 距 购 室 间 ,分 

Uo {Veld€ 4), Vs {tw, y)|o(r, Y) < 3}, 

屠 末 工具 有 下 划 性 贤 : 4 是 一 个 深 舱 ,让 且 

(UL) 对 每 眉 5€ 4, Fe 二 D 三 1x, 2) 2E 盏 1; 

. (U2) Vo Vs; 
(US37 ,se Vs CV 
(Ud4') N Vs。 = D, 


更 一 般 些 ,有 下 列 定 闵 : 

定 蒜 6. 识 志 是 任意 集 . 积 集 已 x 吾 中 一 个 汪 透 忆 1 时 做 在 五 上 
决定 一 个 一 致 性 灶 构 ,是 指 4 满足 下 列 三 人 条件: 

(U) Ueu>U oD; 

(Us) Vel—>P Ee; 

(Us) VEN=> 3WEN, WoWeu, 

我 们 也 用 芯 表 示 这 个 一 致 性 粘 柑 本身. 一致 性 秸 构 如 号 做 分 见 
的 ,是 指 它 满足 

(UD) MU=D, 

[ML 


辽 
1 中 的 集 口 时 做 一 致 往 精 楼 站 中 的 部 ,H 叶 做 痢 漆 朋 。 如 果 
(Xt, WDEU, 而 已 el 2 对 做 也 中 相 导 。 部下 是 做 对 称 的 , 是 指 
下 = 


在. 1) 对 怜 任 意 卷 UU,，U ND 是 著称 的 六 且 CU , 从 而 对 稳 郑 形 
成 泛 尖 透 的 一 个 基 、 一般 痢 渗透 的 任意 基 吓 做 基本 因 粗 ， 

2) 由 定义 6 前 所 壕 , 一 个 复 据 距 离 ( 复 距 离 ) 一 定 决定 一 个 -区 性 
千 构 (分 甬 的 一 致 性 秸 构 )、 下 面 将 址 明 挝 命题 也 成 立 , 首先 我 们 丛 明 
下 烈 命题 . - 
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定理 2， 裔 集 马上 有 一 族 一 敏 性 千 构 仿 王 {2 | J, Ul 是 其 相 
应 的 弟 漆 透 ，|_」u 生成 一 个 漆 透 测 , U 是 一 个 一 臻 性 车 构 的 导 湾 透 ， 
seES 
而 道 个 一 致 性 梧 婴 tu 是 诸 一 致 性 辕 楼 的 上 端 . 
证 ， 由 {U1) 及 第 四 章 $2, 定理 1， 全 二 Vy 了 骸 生成 一 个 湾 透 . 
Wh 二 UU BE x E), 3V,, 有 Vi € Ue 
(EN, er Ed), U > 门 … 站 下 }. 
篇 了 区 上 明 出 决定 一 个 一 致 性 千 构 , 只 须 杂 上 明 (Us) 成 立 。 取 E11 
(1 EN, tk Ed), 依 {Us) 存 在 Wi 0 合作 ee 下 六 己 六 ,全 
v= 0 Ve, Ws=  W, 


£1 下 一 了 


於是 
Wo 已 门 (Wo W)C 门 Ys = Vv, 


太 王 】 k= 
和 从 而 zu 是 一 臻 性 千 宏 . 因 加 > 1 1 6 如果 外 二 3 且 思 是 一 至 
性 桔 构 的 郑 漆 透 一 > 2 > lo, 所 以 如是 诸 14 的 上 端 ， 
夜半 .在 定义 5 对 荆 后面 的 例 中 ,已 经 鳞 到 在 一 集 玉 上 由 有 入 分 着 


决定 的 复 距 风 . 引用 堵 嘉 的 符号 ,可知 
FA x Fa 吉 杂 上 2 1, 


琅 一 n 
{wpa(r,Y) S er,y EE [aa noe 


并 


过 里 多 表示 分 制 U 44:。 如果 考察 一 切 有 窟 分 制 的 至 体 ”， 那 末 


{u (A x 及 站 (由 一 个 集 粗 成 ) 芒 是 典 分 着 饭 相 谭 的 一 致 性 桔 构 te 


的 一 个 基本 卷 租 ,而 由 一 切 Ue 生成 的 一 致 性 灶 构 正 是 由 一 切 有 里 分 害 
所 决定 的 一 致 性 精 构 ,也 就 是 由 被 距 购 
ox, 2y) = lpg, y) | En) 
决定 的 一 至 性 精 构 ， 
例 2. 设 恕 = 用 4 是 诸 集 4 的 积 集 , 模 句 话说 ,五 是 元 列 (7,》 


el 
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的 全 体 ,和 道真 加 Ed4。 (7 二 1,2,:…)。 设 和 , 表示 等 价 关 你 
TR ra) Y= a) Ke = 1 


定义 
0 如 果 区 一 (和 )， 
pat YY = 4 
jl 如 果 区 这 各 ( 币 ,). 
合 


p(T, Y) = Max pa(2, Y) (X, yy EE. 
不 肉 瞪 朋 p (x, yy) 是 距 几 ,而 且 三 角形 不 等 式 取 得 加 强 的 形式 : 
PT 2) < max {p(w, By Pp(Y, 2)), 
注意 由 pn 决定 的 一 致 藉 构 中 郑 训 透 的 基本 畦 在 由 于 列 集 组 成 : 
Ha 一 Sn(s)le 0}, Ste) 一 1 和 ，2)|1Patzy 3) ss 
。， 1 1 
| 2 atois) 如 果 0<* 二 :1 FI 
Ss) = 


1 
ExE 一 一 一 
x 如 时 “ 之 于 开 
到 
LN), 1 二 < 一 工 ， 
及 二 1 总 
en < = 人 0, 
zw， 任意 ， s> 辣 ， 


於是 不 内 看 出 由 P 决定 的 一 致 性 转 构 力 是 册 诺 p。 决定 的 一 致 性 粘 构 
lu 的 上 端 。 五 虐 以 距 风 e 电 做 Baire 堆 空 间 。 
例 3， 设 @ 是 一 二 有 理 数 的 全 苯 ， 取 定 一 个 素数 了 ， 定 芳 : 
Zi) 表示 2*|X 一 y， 
得 曲 9"|zx 表示 2r 除 意 >, 换 句 话 褒 ,w = 也 yp", 4 是 两 个 互 素 整 


数 ,站 且 ?2 不 能 除 画 wo。 了 到 正 数 0, 使 0<0 < 之 1, 此 规定 
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0 可 果 一,) 
8* 如 果 X20 (我 ,)， 


n= | 


他 
0(2 ,8 = Max Onf(Y， 8)》 (7， ye 好) ， 
那 末 (2, 9) 是 距离 ,三 角形 不 等 式 成 壳 加 强 的 形式 
(InaX Of 2), PpP{(2, ¥)} 
由 决定 的 一 焉 性 告 灼 怡 是 由 诸 迭 路 衣 Pp» 决定 的 一 致 性 烙 构 1, 的 上 
端 , 赋 已 距 元 2 , 驴 叫做 产 进 空间 、 近 是 由 开 . Hensel 引入 的 ， 在 讨 
莉 完 全 化 六 题 时 ,我 们 将 还 要 回 到 得 个 例 . 
现在 环 苹 明 每 俩 一 致 狂 千 榴 必 可 由 一 复 焉 风 决 定 ， 
定理 3. 融 世 是 集 达 上 一 个 一 致 性 桔 构 ,， 那 未 必 存 在 复 所 下 离 
(9 ,村 ) ,使 它 所 决定 的 一 致 性 千 构 等 於 岂 
证 .对 从 每 候 玉 EU, 恢 (Un 一 (Us), 存在 一 列 洗 UU,, 使 
UcVvV Una? UncCSU, = 1,2,...), 
1 (RN 一 1,2,……) 是 某 一 致 性 结构 ti 的 一 个 蔡 本 痢 姐 , ty 二 !L， 
及 要 = oe Ur. 因此 ,我 们 呈 须 媳 明 下 列 命 题 : 如 互 上 一 致 性 桔 权 电 具 


有 由 可 数 多 个 郑 租 成 的 基本 郑 粗 ,， 那 末 妞 上 必 存 在 拖 距 欢 P, 使 在 五 
上 所 决定 的 一 致 桔 构 等 於 Q， 实 际 上 ,对 於 每 个 上 述 的 HUr, 合 or 表 示 
央 定 它 的 所 距 隘 , 那 末 c(r， 扫 三 (orz 3)iFr<aU) 就 是 所 求 的 槛 焉 
证 

现在 十 有 明 上 还 命题 发 (T『。) (1 = 1 2, …)} 是 一 致 性 千 构 习 的 
基本 畦 粗 . 定 闵 一 族 狸 称 畦 EC。，, 使 


ch,mUn Un UncCU, 门 Voth = 1,2,..)., 
p=1 
过 由 UU 一 Us 是 可 能 的 (注意 如 ,wi > DD, 从 而 Un Un 0 Unni = 
| 
二 Unt Unrio Unti ?DC Un)， 不 又 看 出 {VU}) 仍 是 的 基本 淹 


各 , 甘 且 Von c Us (Rn 二 1,2,.…)， 在 加 x 百 上 定 闵 一 们 次 值 两 数 
g 吉 下 : 
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0 如 果 (TY 人 门 U,, 


| 


9) = EU, nh), (rE Un, 
1 如 果 (VV) DD 
图 亦 猪 口 , 是 泛称 的 ,所 以 9 是 非 负 值 料 稀 责 数 ,其 值 迄 1, 正 且 
gr, rt) =0 《全 生硬) 
全 


PB—1 
ple, 9) = inf {DY gz zi0) [PEN, = 7, 
# 一 曲 


ss = Yo E, (0 <iep)). 
我 们 起 明 p 是 握 距 网, 逆 且 满足 
I) p(T ,EIR Y) (2, YEBR), (2) 


事实 上 , p(%, J) 所 9(# ,3y) 由 PP 的 定义 已 明显 ,同样 不 共 看 出 Pp 是 非 
久 什 姑 帮 西数 ， 东 衔 足 三 角 和 不等式。 及 0 ptr gr tr) = 0， 
从 而 P 确 是 概 距 允 ， 篇 了 完成 忆 ) 的 脸 朋 ,只 须 履 对 办 任意 自然 数 D， 


>3 g(ri, Zit1) > 去 g(z， Y), 【20 一 汪 ? 


2p = Y, Li BO iP)). (3) 
{3) 对 喜 和 9 = 1 是 显然 的 设 状 共 P 个 点 的 情形 (3) 已 .经 得 苯 , 要 由 此 
洲 出 ?十 1 个 分 加 zz … ,Zp 的 情形 ,分 


着 一 】 
C 一 > it) 


如 果 a 六 > 总， 那 未 , 因 g(z,y) 之 1.(3) 不 待 症 ， 今 设 «之 元. 合 


k= max| 是 | B96, #1) < $4} 


i 三 让 
那 末 
>, 中 (2 ， zt 执 三 ,但 > Zr zn) 之 太 ， 


隔世 及 i 分 十 ] 


从 而 
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和 一 荆 
> ) gi it) = > | gi, ih) 一 > gi 1) < 
1 


从 
[a f+ 2 


恢 是 炳 法 假定 ， 
EA ZY) EE DY (zi, Zip) 外 


人 
[二 2 
< fz Ztt1) < 总 


i 由 
及 由 oY 的 定义 ， 好 { 2, nr1) < ea 喜 
KE = ini? 2 al， 


然 是 因 “ 忆 坪 ,开交 2 而 依 g 的 定 闵 ， 
《全 ， 名 加 Ur, {Zs Et1b E 7 ， 《 21， Vy)E U;, 


3 六 {tl y) 过 


和 从 而 
(7 YE UE o Uo UC Ue, 
而 由 此 
OE, HY) ET ee De 
证 明了 (3). 
鼓 是 由 (3) 得 知 


(HEU HOA DE a or, Na} 
Pl, VD ELT 2 ,YE U:, 
从 而 {7[0, al) (x > 0) 形成 41 的 基本 卷 租 ， 刷 完 ， 

柔 ， 准 六 是 一 致 空间 五 的 部 淤 透 , 那 末 对 从 每 个 zo 是, (Feco) 
Fe ii 是 2 的 基本 卷 咸 审 ,过 喜 了 (zxo) = {wi ro) E41}, 

广 。 由 此 ， 在 下 面 考察 中 济 槛 所 距 见 空间 与 具 一 至 性 车 焰 的 集 常 
不 加 区 分 ,也 就 是 向 , 对 供 一 个 所 栓 的 补 振 距 共 室 间 , 我 们 常设 它 上 面 
由 有 由 和 礼 艇 距离 所 决定 的 一 致 性 千 构 ,而 反之 ,对 一 个 具 一 孜 性 桔 构 的 
集 , 我 们 常设 它 上 面 赋 有 决定 语 个 一 致 性 精 构 的 米 振 距 骨 。 斌 然 福 拔 
距 肉 有 决定 一 个 拓 拉 类 构 ， 关 此 当 县 一 致 性 精 构 的 集 上 面 赋 以 由 相应 
槛 所 距离 决定 的 拓 搂 桔 樟 时 , 我们 将 称 它 需 一 致 性 空间 ， 若 和 将 被 振 距 


- re 


证 改 成 复 距 欢 , 一致 性 桔 逻 改 成 分 风 的 一 玖 性 千 办 , 草 有 同样 的 址 ， 
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奥 补 手中 购 相 应 的 拓 搂 精 杰 未 是 (22) 渤 的 我们 从 它 半 出 一 侦 分 
砍 的 ,也 就 是 襄 补 距 区 空间 如 下 ， 合 
4 3 及) 表示 ol(%, 9) = 日 ， 
由 三 角形 不 等 式 与 < 的 对 稀 性 可 知 , 有 是 等 价 关 傈 。 合 思 三 再 /由 5 即 
召 中 护 岁 的 剩余 类 的 至 幅 )， 半 让 4 省 E 声 , 定义 
dF, dE or, yy) (TEA, VyEY, TYEE). 
这 定 闵 是 一 意 的 ， 如 时 ~ fi 2 一 护 那 未 
oR, YE oF, EF) oR, of, Y) 一 (2 
同 理 ot, 2) 夸 o(w 9), 征 而 (XY) = (ri 机 )， 慎 个 5 是 窗 
距 央 ,事实 上 ， 
dR 0) 一 全 一 > or 9) = OER YEDN) > i Yo = 
页 其 它 性 质 不 待 肤 杂 .於是 启 是 福 距 记 空间. 
设 和 丰 表示 由 万 到 户 的 典 箱 映像 2 一 4({ 3%)， 证 然 
dfntr), fn(y)) 一 Of ¥), 
和 从 而 fw 是 一 至 这 千 的， 我 们 如 明 轧 赋 以 复 距 庚 e 时 是 补 振 距 此 空 间 
巨 按 时 的 商 空 间 , 事 实 上 , 钢 Oc 志 ,而 为 (0) 在 囊 中 是 开 集 ， 兮 
EDO, 取 zet, 那 未 ze 办 (0), 从 而 必 存 在 Se 4, 使 


cz 9) Le—> YE fn(O0). 


於是 
d(4, 9) < 一 > al2 2) < 一 > 及 (0) 一 60. 

过 正 是 说 , O 是 起 中 的 开 集 。 於是 复 距 元 安 间 记 上 的 拓 搂 业 醒 是 使 
fx 需 速 粮 的 最 精 拓 所 车 玖 ,从 而 站 正 是 商 空间 至/ 以， 

于 对 府 夫 个 有 用 的 ,一 致 空 沿 的 例 ， 

倒 . 设 到 是 任意 集 , 下 是 一 致 空间 ,4 是 琅 的 子 繁 ,人 是 下 的 一 个 
闫 .在 由 巨 到 政 中 的 一 切 映像 的 集 FE 中 ,定义 

WaA, Ve{(t, 0) [tu, EFE, gE A Wm), DT) ET}. 
如 果 贡 是 下 的 池 潍 涝 , 那 末 

{(W(A, VT)IV Eu} 
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形成 了 上 一 个 一 致 性 精 权 的 基本 尖 租 .事实 上 ， 
VoeVvV—>WA,V)c WIA,V), 


i 一 】 
WA, VF) = 到 (4 下 )， 
mn EA=>{uR), UR) EV HEE A EF, 王 示 
TEA=> RE VV oF ,和 从 而 
2 


WA,V) < WA, 站) 

利 样 在 F2 上 决定 的 一 致 性 千 构 划 做 集 4 上 的 一 致 收 化 的 车 权 。 如 果 
的 一 致 性 精 权 由 距 族 (2.) (cy) 诀 定 , 那 末 对 放 & 了 TEFE, 定 坑 
PHU, 0) 一 Sup DeuUCE), PE)), 

不 杂 看 出 p+ 是 了 2 上 的 距 , 而 距 族 (p22) (ce 《7) 在 FE 上 决定 的 一 致 
性 车 构 正 是 上 面 所 还 集 4 上 一 - 致 收 但 的 竺 机 。 温 右 命名 的 原因 是 过 
样 的 .篇 了 FE 中 元 列 (te) 按 上 述 一 致 桔 构 所 吉 超 的 拓 搂 千 构 收 租 圾 

Wo FE, 必须 且 只 须 对 芥 包 的 每 侦 郑 域 
(aoi ec， {ipa (am， V5， 
en ET, VEFEY 
( 见 本 简 定 义 2)，3 3o, 使 8 > 2 一 人 2pETY(toi tn;5), 岂 就 是 
说 
PA (Uo, Ws) Le 人 < 执 天 委 交 )， 
或 
TEAS> pM), WT)) Le (AE. 

这 正 意味 著 (zs(z)) 在 丰 上 "一致 ”( 按 往常 数学 分 析 中 的 意 闵 ) 收 第 认 
Ho( EE ), 

如 果 S 是 互 上 的 一 个 子 集 族 ,SG 夫人 护 。 对 执 每 个 4E 后 ,可 以 定义 中 2 
上 集 4_ 上 一 致 收 歼 的 一 私 性 烙 构 1 如 上 , 设 Us 表示 诸 一 疏 性 和 业 构 1 
{46 与 ) 的 上 端 (定理 2), is 也 是 EE 上 一 个 一 狼 性 烙 杰 ,叫做 信 中 集 上 
的 一 正 收 敏 的 秸 构 ,而 上 赋 以 一 致 性 业 构 ls 往往 表示 成 fs( 吾 , 政 ) ,过 
符号 也 用 来 下 示 相应 的 一 致 空间 ， 由 一 族 溢 透 所 生成 的 深远 的 定义 不 
订 看 出 , 当 扣 被 换 成 所 中 集 的 有 震 供 的 全 体 扣 ' .或 换 成 后 中 集 的 子 集 的 
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全 体 E” ,都 蔚 不 改 烙 1s， 因 此 振 妨 屋 各 是 种 ( 王 ) 中 的 一 个 妈 ， 由 亦 后 
的 不 同 况 法 ,可 以 得 出 在 数学 分 析 中 常用 的 种 区 一 致 性 千 构 来 ， 
(1) 时 点 收 仇 的 一 致 性 千 玉 。 合 台 表 示 五 的 一 切 有 窗子 集 的 全 
钵 , 相 兢 的 距 族 是 


{pu, Te Ed, 2 EE!, . 

这 训 {P|: 《J1 是 决定 下 上 一 致 牧 千 权 的 相应 距 族 。， FF 中 元 列 (tts) 
按 适 个 一 致 空间 的 拓 朱 竺 构 收 第 礁 ww EE 的 必要 充分 休 件 万 是 
(Us(x)) 对 每 个 x%6E 五 收 伍 办 za(z)， 因此 过 个 一 致 性 精 楼 叫做 点 贴 收 
化 的 车 构 , 表 示 成 1， 如 果 取 开 = 五 ( 数 域 ), 而 合 到 上 的 一 致 性 秸 可 
出 下 到 距离 决定 : 

pla, 8 有) 一 一 及 (ac 一 有 在 五 中 的 弘 对 什 )， 
纤 未 到 2S( 即 召 上 在 天 中 琉 什 的 画 数 的 全体 ) 上 的 牛 点 收 襄 一 致知 构 正 
是 平常 数学 分 析 中 的 点 点 收 伍 和 烙 构 ,其 相应 距 族 是 

[| 人 一 
好 果 取 名 兰 (三 } 由 至 一 个 集 钥 成 , 那 本 相应 的 距 族 是 

{pele Ed}, PE(W, P) 一 Sup Pe WL), VF)), 
(oc) 是 到 上 相应 的 距 族 ， 因此 ，fa2z) 在 这 眉 一 致 空 时 中 收 给 执 to 的 
忆 要 充分 条件 ， 太 是 (Ws(*)) 在 金石 上 一 致 收 襄 秦 如 (z)， 因 此 各 个 
fut 避 , 下)， 如果 仍 著 察 集 五 =, 相应 的 距 是 


PE(W, H) = sup| UF) 一 P(E)), 
锻 而 相克 的 站 玄 正 是 按 王 常数 学 分 析 意 闵 的 一 致 收 襄 . 


和 


空 基 ,分 仿 表 示 互 的 一 切 紧 子 集 的 全 苯 , 相 应 的 F5 上 距 族 是 
{pi{w, | Ed, CES!, 


这 豪 
pelt, 0) = SUP pe(u( rt), HF)), 
EE 


如 果 取 KE 如 前 , 那 末 
pe2fU 0) 一 supl u(r) 一 pw) 


HR 拓 朱 实 并 概 其 


F# 赋 以 这 个 “ 紧 收 伍 的 一 致 性 粘 构 "” 砚 成 一 致 空 尚 , 表 示威 fo( 王 ,， 居 )， 
这 襟 的 “ 紧 收 北 " 是 指 在 至 的 每 个 聚 于 集 上 一 臻 收 租 , 从 而 在 古 暴 芽 学 
分 析 上 是 常 出 现 的 ， 例 如 在 解析 装 数 理 葵 中 , 当 我 们 考察 定 闵 在 一 个 
区 域 上 GG 上 的 解析 冰 数 列 Wn{z) 时 , 常 着 察 在 拓 杰 空间 人 口 ( 作 篇 被 数 汶 面 
的 子 空 由) 中 的 聚 政 铬 ,也 就 是 说 ,在 G 的 每 个 有 界 阴 集 上 一 致 收 伍 ”. 
又 如 在 数学 分 析 中 , 当 我 们 考察 定 散 在 数 直 六 上 ,在 有 冉 区 尚之 外 等 秦 
0 让 具 有 各 阶 巡 燥 壮 画 数 的 醒 数 列 忒 ,( 丰 时 ,我 们 常 考察 它 及 它 各 [党 洁 
疼 数 列 的 在 每 侦 有 寓 厨 问 上 的 一 致 收 铬 . 
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$32. 完 懈 性 .和 神 距 座 空 间 的 完 血 化 


有 理 数 全 体 久 按照 距 队 p(x, 力 三 12 一 J 是 “ 非 完 惨 ” 的 距 雍 空 
间 , 即 其 中 “ 菇 本 列 ” 不 必 存 @ 中 收 艇 。 要 使 基本 列 在 空间 中 必 收 笋 ， 
我 们 按照 G. Cantor 添 入 一 些 “理想 元 ”, 使 Q“ 完 慷 化 ”, 成 需 实 数 公 
体 六 ,过 独 完 得 性 的 考察 丑 完 得 化 的 步 姨 和 都 可 以 直接 移 村 到 一 般 的 一 
致 空 尚 上 来 . 


1) 将 些 作者 叫做 在 隐 城 G 内 部 的 一 玛 收 基 《 直 HMaprymeses 的 解析 画 数 有 验 ，orp， 
193) 惑 定 忆 上 砧 一 致 收 证 (9, Saks 在 AA， Zygmund, Analyticzne Funkeje). 
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定 蒜 1. 审 报 路 风 空 间 瑟 = 请 (a , 4) 中 的 条 列 (zuojaoea 是 做 基本 
烈 ,是 指 对 每 个 scd, 存 侍 mc4, 使 
ol OE > oo oo > o> oR, To,) 6. 
圭 . 在 一 般 审 插 距 亡 空 油 五 中 , 收 敏 烈 必 是 基本 烈 ， 事 实 上 ,如果 
(Xa) 一 00， 那 末 对 起 每 个 55 4, 必 在 在 ao, 使 


«> w=> ox, W%) < 六， 


从 而 wy oa > 0 一 > fa To) < 5m to) 十 cfzoy to) 古旧 
的 有 理 数 全 体 委 的 例 膏 明 在 一 般 科 距 购 空 间 中 ,基本 列 不 必 在 空间 中 
收 项 . 

定 装 2. 入 气 距 艾 空间 吾 = (eo, 4) 是 做 完备 的 (简称 悄 的 ), 是 
指 其 中 每 个 基本 烈 (ze) (ak 44) 这 收 襄 炽 互 中 一 点 

例 。 熟知 , 数 直 粮 屁 是 被 踪 风 | x 一 3| 完备 的 . 

广 。 由 定义 不 内 看 出 , 情 空 制 的 阴 于 实测 必 仍 是 情 的 。 事实 上 , 刷 
(2a) 是 慷 空 六 刀 的 卫 子 空 其 型 中 的 基本 列 , 那 未 (ze) 也是 吾 中 基本 
列 ， 依 巨 的 刁 和 性 , 32o6 五 , 使 Xa 一 加， 时 分 是 阴 的 ,而 Xo < 开 , 必然 
woE 形 , 作 而 于 是 备 的 . 

定理 1 完备 化 定理 )， 每 个 审 气 距 眠 空间 吾 必 可 完备 化 , 即 存在 
一 个 完 生 复 气 距 峻 空 沿 Bo, 使 及 同 构 蕉 包 的 一 个 笛子 空间 。 如 有 果 玖 
是 擅 距 离 空间 , 也 可 以 屠 抬 Bo, 使 妃 o 是 复 距 记 空 间 。 五 的 完全 化 瑟 
除 同 构 外 一 总 决定 。 

证 . 1) 裔 名 是 已 中 一 切 基 本 定向 列 (ze) 的 全 天 写 中 两 元 (>o) 
策 (yp) (不 必 是 同 序 的 定向 烈 : we 4, BE B) 叫做 等 伟 匀 ， 是 指 当 定 
闵 

Xap Na PEB), yae Ve (ou A) (1) 
让 定义 (a, 8) > (a', 8) 篇 指 a > a 且 8B》> PB' 时 , 南 列 (X48), (Yo.8) 
福 足 下 列 儿 件 : 
lim oop Yap} 一 名， 


一 般 , 规 定名 中 任意 十 元 (Xo) 和 与 (ya) 之 间 的 槛 踊 座 cutz， 2) 坊 
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Gof (Ta), (yg)) = lim O(a Ya,p), (2) 
着 豪 (Xap) 与 (yap) 定义 如 (1)， 首先 , (2) 中 的 极限 玖 存在 。 事 尽 上 ， 
设 afz 2 三 (ocx，z) 几 那 末 峙 於 每 个 (evy)， 
| Pelap, Vag) — pelXa',p'y Ya gp') | 
| pelXop, arpy 一 PelNa'p's Yop)! 十 
十 | pila',g', Yap) 一 Patap', Wap 
< Petapy Wag) + Pel Wap, Ya',a'). 
从 而 当 (Xo,e), (Ha,p) 是 基本 烈 时 . (Pe(Xap, as)aPB) 固定 c<J) 
是 基本 数列 ,和 从 而 lim pef Xap， Vag) 存在 , 藤 是 
lim G(Tag, Yep) = {lim p(to,p, Yop) )oes 
也 存在 ,注意 弃 然 (Xa) 是 基本 列 , 注 岭 任 意 8664, 必 存在 me 4 ,使 
a > 0 ota, Wa') < H, 


和 从 而 
Ud Pao grep, Varp'y -他 
对 任意 B, B'E 8B 成立, 雁 是 (xo,p) 也 是 基本 列 ， 
规定 名 中 元 (xe) ~ (yp) (4), 指 
lim ova,, ya,8) = 0, 
不 崔 验 明 , 泡 是 等 价 天 人 慰 , 站 且 仿 上 面 匀 lim 0 (Xap; Ya,8) 存在 的 辟 明 
可 己 崔 明 : 
{Xa) ~ (Ke), (Ve) ~ (Wp) = ol (Kao), (Vp)) = 

= Go( (Xa), (Ye')), 
事 于 上 ,例如 瑟 (ze) ~ (Vg), (8) ~ (zy), 那 未 定义 (x0,p), (yap) 如 
(11), 以 及 

2py SE Yelr ET), pr SE sr (BEB), 
使 


lim (og, Va,p) = 全 ， lim CT2piry 28,7) 一 8 
tasBy (B71 
樵 是 分 
npr Wa BEB,YE 工 )， Yao,p,sr SE Ye(a kt A4, rE F), 
Znpr SE Lr EA, BEB), 
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得 
SRB Carp) EL SUB Vapisr) 十 oYa pr Lap,r) 一 
= olWap, Yap) + oie,r, Sr), 
从 而 如 果 
Tar Na (FT ED), for A (ec 人 4)， 
OS oro, Sor) EE a(xop, Wap) 十 (py Br), 


即 
lim afar ar) = 8, 


着 就 是 宜 (zo) 一 (27) 
考察 商 集 六/ 外, 在 演 个 集 轧 三 官 /和 Y 上 , 命 
FE, Y) = Gol (Wa), (Ye)), 
由 上 还 知道 了 的 定义 熏 闷 ,的 代表 列 (XY), (Vp) 的 选择 揪 天 , 从 而 地 
在 王 。 XX 五 上 一 意 决 定 ， 不 难看 出 
3(2, £) 一 0, (£, 9) = F(Y, £), 
3(%, 2) = ool (ea), (27)) = lim o (sor, tar) 安 
< lim [zfxzeupiy， gapiy)》 十 Gf3opiy，zapy)] = 
= cof(za)，(yp)) 十 Sol (Ye), (27)) = 

于 (多 ,内 ) 十 互 (从 多) ， 

3{%,Y) = 日 一 oof(ge)， (Ys)}) = 9 —> lim G(T, Yap) = 

= 生 一 > (4o) ~ (yp) >i = 阔 ， 
於是 得 朋 3 是 B。 上 神 距 内 , 全 就 是 膏 , Bo 是 补 距 钦 空 期. 
我 们 先 体 朋 互 司 构 要 机 的 一 个 笛子 空间 .事实 上 ,分 
jz) = (TEE), 

这 误 # 表 示 包 含 元 列 (Xa) 的 剩 条 天 ( 沈 ) ,而 阐 每 个 a, ?so 三 X， 办 是 了 
是 由 五 到 召 , 中 的 映 司 , 因 乱 症 亮 的 (+。) 是 电 中 基本 列 , 对 於 yE 盏 , 也 
合 yo 三 yy, 那 末 含 (3 的 剩 条 类 (Wi) 表 示威 站 坪 是 

FL, OY) 一 aol(aza)， (Ya)) = lim oe(%, y) = oc(%, y), 
从 而 了 是 由 玉 到 国 中 的 同 机 ，f(B) 在 刀 中 称 。， 实际 上 , 独 苓 任意 
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人 Co, 他 (Xa)aea 是 本 的 一 个 代表 列 ,从 而 (go) 是 百 中 基本 列 。 扰 是 
对 於 每 个 864,3oo= oof3) ,使 
ca rt 一 > dd to) 6, 
定义 Xoo = auf 44) ,於是 
aa Go ota, dam) 6, 
进 就 是 说 ， 
oo (Wao), (Xa,a))} = lim oe{ro, Yom) < 6, 
於是 | 
(DB, 2 ) < 6, 
着 于 to 三 A(Xo,), 从 而 疏 完 了 六 五) 在 号 的 稠 性 
现在 发明 志 是 备 的 距 见 宏 间 . 依 上 段 已 苯 通 的 部 分 ,只 须 君 明 下 
到 一 般 命 是 ; 如 果 复 距 衣 空 间 吾 . 中 有 一 笛 集 4, 使 4 中 任意 基本 烈 必 
收 笋 起 吾 中 一 点 , 那 末 所 是 全 的 事 址 上 , 如果 坦 个 命 古 成 立 , 才 未 
取 有 = 礁石 ),， 刀 上 , 锋 论 4 中 任意 基本 烈 (2a) 三 (六 Xo)), (Xs) 是 殖 
中 基本 列 ( 因 筑 了 是 同 构 ) ,和 从 而 (za) 决定 Eo 中 一 元 如, 图 是 
F(R Wo) 一 Goff oo》 Xa)y = lim (rooy Ta) LE. 
加 果 取 wo“ 是 够 大 ”, 苓 是 的 惨 考 得 证 更 在 回来 全 有明 上 流 命 题 ， 
设 (Ya) 是 Eo 中 尾 章 基本 列 , 擒 是 对 任意 他 4, da = oold.) » 使 


0 > G0 > G(T, Fas) < ES 
由 大 4 在 可 中 的 稠 性 , 济 每 个 a 可 以 在 4 中 找 出 一 个 4- 序 型 的 点 列 
(za,s), 使 
6 > 6 > ova, vrs) < a. 
(wa)((a, 8)E A x 4) 是 委 中 基本 列 , 因 党 


on Cy > ao( 60) 


8,, 8, > 6 } G(T ss Was sa) < TV Wa) + 


十 Co， ao) 十 JT (Te, ae) A 


， 全 愉 全 
执 二 十 了 十 志 一 全 
和 3 二 十 


才 
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去 是 依 关 图 4 的 假定 ，(zaqe) 一 2 五 0 由 此 知 


GCTay to) 之 T(xa, vas) 十 {rass Wo) ， 


而 先 取 5 使 8 > 86, 一 > eo(xo, tas) < eR 再 取 m, 5%, 使 


oa, > Ro) < 他， 
於是 
六 > ls > 60, 0 = (Ta, Xo) < os 

和 经 而 (Xa) 3 No, 

定理 的 最 第 部 分 , 即 完备 化 的 一 意 性 ,由 下 列 定理 次 接着 出 ， 

定理 2. 设 户 , 蕊 是 两 个 备 祯 距离 空 闻 , 4:, 4 各 是 玉 ,， 本 中 的 
笛子 窄 间 ， 拖 末 由 4: 到 4 上 的 每 个 同 权 f 洲 可 延 拓 成 由 本 到 EE 上 
的 同 构 ， 

证 . 料 认 2 E32xa 6 4 使 (x;) 一 2, 道 训 864, B= Rte, 
4). 定 闵 

fir) 一 lim Fw ), 
如 果 Xa (2 ) 一作 ， 那 未 01(Xs, zs)> 吕 由 了 的 一 致 连 秆 性 ， 
of Hs) ftz)) 玉昌 ,从 而 
lim Hrs) = lim F(x ), 
可 
过 就 是 惟 , f(xX) 由 + 一 意 决 定 ,与 所 取 的 收 襄 认 2 的 矶 ,中 元 列 (x3) 的 
一 1 
计 择 的 关 、 春 是 了 定义 在 全 上. 同 理 ff 三 #5 也 可 以 延 折 成 四 已 到 
El 中 的 上 遇 悚 ， i 在 全 五: 上 -~ 救 束 和 炉 ， 国 往 对 其 任意 dE ds 【五 一 E; 
(gz, 4 )), 取 5.6 4 使 
Vi, Kat Ay, GR, Wo) < 有 一 > oo RW), Fo) < 6, 

对 於 一 般 的 zu mo6 盏 , 取 ox, ga) < 剖 ， 疡 来 取 (6) 二 2x0) 一 


一 Ya Ws > Ts € 4l, 设 涡 
他 > 人 0 入 Ga Xs Ts) < 镀 ， SF1( Ta, wa) < 习 ， 
从 而 
> => slrs, Ve) EE GN, HK) 十 FAR da + GH, oo D， 
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aa 六 2 FRY) = aaflim F235), lim fixy)) 一 
一 lim Gaf fxs)}, fro)) < 6b,. 
得 避 明了 在 已 上 一 到 过 和 藉 ， 则 理 9 也 可 以 延 拓 成 由 加 到 台中 的 
一 臻 速 蒜 映像 训 ， 於 是 gs 了 是 由 本 漳 它 自己 之 中 的 一 致 过 和 炉 上 映像 . 且 
它 在 4;!: 上 和 与 不 悉 映 像 : 相同 。 启 此 5 了 是 由 殖 ; 到 它 自 己 之 中 的 不 
狠 映 像 。 同 理 苯 朋 了 。5 是 叫 中 的 不 好 映像 。 於是 得 知 闻 是 由 到 到 
五 上 的 一 对 一 映像 ,而 5 是 其 道 映 像 , 了 奥 5 都 一 狼 过 芒 ,从 而 于 是 同 
于 面 糙 注 过 豆 过 出 一 致 空间 情 性 的 一 个 特 微 . 
定 蒜 3， 在 一 致 空间 五 中 , 德 肖 f 电 做 Cauchy 的 ,是 指 台南 每 个 
百 中 的 黑 吕 , 存在 Ei, 全 广 x 下 cD， 
定理 3、 稀 了 一 致 空间 五 是 二 的 ,必须 且 只 须 五 中 每 个 Cauchy 户 
透 收 租 於 刀 中 一 元 7， 
证 。1) 设 包 是 备 的 ; 设 i 是 Cauchy 漆 溢 ，。 圣 大 每 个 五 &1, 取 一 
点 jr《 下, 因 f 中 集 按 包 含 关公 2 是 一 定向 集 , 所 应 (Xr)pei 是 吾 中 
定 测 烈 ， (ze 是 车 本 列 ， 设 = 是 忌 上 的 决定 它 的 一 致 性 秸 构 的 得 正 
艾 , 那 末 灶 雁 每 个 5€4, 必 存 在 玉 上 的 痢 品 ,使 
UcCVse{(w, ietf Hy) < 6, 2%, YEE!. 
喜 是 由 定义 3, 存在 放 51, 使 FxFocUc T's, BB 
FCFo, Fs cho(rp, Tr) 6. 
由 巨 的 血性 , 可 知 (Xr) 必 笋 雁 巨 中 一 点 xt,， 座 是 对 每 个 下 E1, wo 下， 
和 从 而 6E 40 
一 般 在 一 致 性 空间 五 中 ,如 果 2 A(F), 而 i 是 Cauchy 浪 透 , 必 
然 f?-> zo, 事实 上 , 设 下 是 互 中 一 个 痢 , 取 全 需 巨 中 的 狮 ,使 审 < 站. 
依 Cauchy 淤 流 的 定义 ,存在 Ff, 使 Fx 下 己 印 ， 玉 (x0) 隐 是 性 的 
卷 域 , 依 4(1) 的 定义 ,下 (xzo) 下 关 耳 , 氏 而 存在 YE Wr) NF. El 
粹 任意 XEF, (yy, XEW, 及 (zo, y) EW, 从 而 (zx) 也 t,x 
既是 玉 中 性 意 元 ,可 知 搬 CT(xo). 性 巧 有 明了 f > 回 匀 原来 的 问题 ， 
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可 知 1 to, 即 储 襟 淹 中 任意 Cauchy 以 透 必 收 敏 秦 谱 间 中 的 一 点 ， 

2) 谢 在 一 玻 空 崩 吾 中 每 个 Cauchy 德 透 疼 收 短 施 吾 中 一 点 ; 设 
(Xo) 是 百 中 一 个 基本 列 . 合 (Ss)oes 表示 列 (X4) 的 截 部 深 授 基 , 而 1 起 
示 它 所 生成 的 德 透 .对 零 百 中 任意 痢 Ui 依 基 本 列 的 定义 , 必 存 在 
如 ok 了 使 


Ss, Ss, 民 U, 
从 而 f 是 Cauchy 漆 透 。 依 假 定 1 艇 於 已 中 一 点 60， 所 以 对 识 绎 侦 
VE Bro), 才 存 在 3。E 4, 使 Ss CC 了 ， 得 正 是 访 ， 好 > > We FF ， 
从 而 {ze 一 zo， 生 明 了 史 的 全 性， 
部 未 必然 1 一 > 2 
深 。 兄 定理 3 的 性 明 的 第 1 部 分 ， 
关 杖 什么 拓 搂 空间 上 可 以 引入 一 个 相符 的 备 一 禾 性 粘 术 的 问题 ， 
已 有 很 多 研究 , 薄 僚 看 : 
Dieudonné, J,, 1) Un exemple drespace normal non susceptible d'une 
Btracture uniforme despace complet, GC, R. Paris, 209 (1939). 
2) Sur les espaces topologigques susceptibles d’étre, munis dane stru- 
tture uniforme d’espace complet, C, R. Paris, 209 (1939), 666—668, 
3) Snr les espaces uniformes completa, Ann. Je. Ec, norm., SUD., $8 
(1939), 277-—291., : 
Kary, T, H., Tonoaorkaeckhe npocrhancTea Rf RKOTODRIX MORNG EEECTH TINL Hy 
PAEHOME PHYO CTP7KTF PF, AH, 99 (1954), 3807— oN0. 
Dickinson, A., Compactness conditions and uniform structares, Anier, 
J, Math,, 75 £1953), 224—228. 


$3.。 暑 空 间 和 与 一 致 性 烙 构 


在 前 十 节 中 已 弥 看 到 , 篇 了 一 个 拓 朱 实 间 至 上 可 赋 以 一 个 分 秀 的 
一 八 性 桔 榴 ， 使 进 咎 一 息 性 灶 构 所 引起 的 拓 搂 千 裤 香 原 来 的 托 搂 粘 机 
相间 ,必须 二 只 须 巨 是 金正 齐 的 ($1 定 垣 1)}， 钱 然 鱼 正则 空间 奥 (72) 
型 聚 空 佑 的 子 空 滴 是 等 便 概 念 , 从 而 (72) 型 紧 空 出 上 必 可 定 闵 一 个 全 
区 的 一 下 性 辕 榜 ,使 后 者 在 诛 空 井上 上 所 引起 的 拓 拉 类 构 就 是 原 交 的. 
以 下 , 除 特别 声 阴 外 ,上 凡 一 致 性 千 灾 都 是 指 分 内 的 ， 


192 拓 失 和 空 关 人 构 葵 


定 藉 1. 拓 拉 窗 胆 加 叫 微 可 一 致 化 的 ,是 指 它 上 面 可 贼 以 一 侦 一 致 
性 车 构 , 使 计 个 一 吝 性 竺 构 在 电 上 所 引起 的 拓 火 精 构 就 是 巨 上 原来 的 
拓 拉 稿 焰 ， 芝 时, 那 斧 一 到 性 精 构 吓 做 与 原来 的 拓 拉 车 构 相 容 . 

填 。 岂 和 一 狼 性 空间 熏 复 距离 空 尚 是 等 稚 的， 可 一 孩 化 窗 沿 岂可 
忌 叫 爸 可 入 距 风化 的 空间 .特别 可 一 至 化 空间 和 全 正 旭 空间 是 等 全 概 
念 ,得 而 紧 (7 了 2) 弄 襟 出 必 是 可 一 我 化 的 ， 在 $1 中 曾 设 朋 , 在 一 集 革 ,不 
同 的 一 委 性 千 禄 可 以 引起 相同 的 拓 搂 结构, 过 就 是 说 ,可 一 致 化 空 澡 的 
一 致 性 千 构 不 一 定 由 它 的 拓 朱 戎 烛 一 意 决 定 ， 但 名 施 娶 (7 ) 型 袜 击 ， 
有 有 下列 一 瘟 性 定理 . 

定理 1. 存 一 紧 (7T2 型 空间 世上 , 怡 存在 一 个 一 致 性 精 构 与 它 的 
拓 撑 入 构 相 容 。 得 个 一 下 性 千 构 中 的 壮 由 和 棱 空 间 豆 x 互 中 对 角 千 集 忆 
的 痢 城 漆 透 入 碟 ， 己 上 赋 以 过 个 -- 私 性 精 构 必 是 业 一 致 空 骨 ， 

证. 1) 定理 的 最 和 后 部 分 不 鸡 囊 朋 . 事实 上 , 起 和 是 百 上 任意 
Cauchy 漆 捞 , 依 紧 (72) 型 空间 的 “个 特征 ,1 必 有 具有 不 空 附着 :及 (1 和 ) 才 
天 甸 ,出 这 然 1 和 是 Cauchy 德 透 , 依 32 定理 3 的 条, 二 必 收 人 第 秦 一目 
wot 入 (Tf)y， 溃 就 葡 明 了 加 的 完 颂 性 ， 

2) 由 喜 紧 (型 室 间 必 是 全 正则 ,和 从 而 它 可 尺 一 致 化, 不待 证 明 ， 
下 面 兵 缅 发 明 它 上 面 斑 多 有 一 个 鼻 它 的 拓 所 牛 袜 相 容 的 一 玻 性 粘 焊 ， 
而 需 此 .我们 症 明 ,如 果 世 是 吉 样 一 个 一 致 性 精 构 的 郑 熏 入, 那 林 工人 恰 
是 五 x< 五 中 圣 角 缕 集 嘱 的 畦 域 鼻 透 。 事实 上 ,对 疼 1, 必 存在 揽 距 恋 =， 
使 = 区 (co, 4) 成 篇 祝 距 玄 空 间 , 而 读 集 Vs 涯 ((x, 9)|o(r, yy) < 人 
是 世 的 德 过 基 。 注意 每 个 是 D 的 剖 域 实际 上 ,Ts 是 含 D 的 乓 
焦 , 因 篇 如 果 (, 3) EVs, 那 未 分 5 一 (pchcsr 必 存在 有 罕 多 个 条 号 
ce 有 正 数 人 使 ee 一 人 023)pe 人 zy 3) < en 过 大雪 是 |， 
和 从 而 po， 区) 6 去 站 扫 2)。 走 是 全 
下 二 6 一 efdo Wo) (1 Sk), 

就 有 * 

Pat Jo, %) 之 这 ， per (Wo, Y) > per (ts 1) 乓 


EE De Xo) 十 Hzpl Vo, yo) + .Per(B, Y) < es， 
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从 而 
V(zu ec ， 人 区 ) x V (ge ， en ,a ) T's. 


着 完了 Te 是 三 x 五 中 胃 集 ， 

现在 证 上 明 六 的 在 总 x 五 中 的 妊 意 并 轩 域 世 必 合 一 个 了 :否则 
CVNVs < 对 每 个 86 4 成 立 ， 取 (ts, ya) ECUNTVs, 由 擒 Bx 加 
是 紧 空 间 , 是 向 列 {C4 Vs)1 必 有 一 子 定向 列 收 化 礁 瑟 x 巴 中 的 一 点 
(a,0)。， 由 雁 CU 是 闭 集 ,而 (re, Ye) 《CU, 所 以 (0,0)ECU. 特 到 
& 天 5b, 因 需 DDU; 昂 一 方面 , (0,0)& 门下 ,Fe 表示 Te 在 至 > 五 


丰 
中 的 阴 包 , 生 就 是 说 ,对 雁 4 的 任意 章 域 Sta;5) 熏 5 的 任意 郑 域 SiPD; 
35) 有 
(S{@; 6) x S(t0; 6)) N Vs DD, 

从 而 上 列 丰 等 式 左 超 的 集中 合 一 点 (yy)， 施 是 

ou DE Gm) + or FF oy bo) d+d+d = 3 
6 既是 任意 的 ,必然 & = B, 了 县 上 面 所 得 予 盾 。 亚 完 ， 

定理 2， 由 一 (了 ) 型 肾 窑 间 五 狼 一 一 致 实 间 癌 中 的 连 炳 映像 必 在 
五 上 一 致 违 炉 . 

让 ，9(2 ,2 三 (FT), 六 四 JE 五 ) 是 由 吾 x 吾 到 百 ;x 吾 ;中 的 
连 鞭 映像 。 设 了 “是 忆 中 一 个 痢 , 依 定理 1 的 胖 明 1), Vs' 是 包 x 也 
中 的 开 集 , 从 而 VCY 三 102，2)12 1E 瑟 efFY) fi)) 之 2 是 
世 x 瑟 中 含 对 角 欧 集 吕 的 开 集 ;而 依 定理 1 的 属 明 1), 它 必 包 合 一 个 形 
如 Ts 的 集 . 这 正 是 说 ， 

or, 3) o> ofr), FH} XE. 

迁就 区 上 明 了 了 的 一 致 连 秆 性 ， 

有 柔 ， 起 了 是 定义 在 丝 (72) 型 空间 殖 的 称 子 集 4 上 的 瞎 炮 ,而 了 在 
估 分 均一 致 宰 商 吾 : 中 了 到 值 ， 需 了 能 把 了 按 连 夸 性 延 拓 到 整个 百 上 法 ， 
必须 且 只 须 了 在 各 上 一 致 连篇. 

澳 礁 一 致 空 站 , 紧 性 偿 有 新 的 等 价 人 条件. 

定理 3， 篇 了 一 致 空间 巨 是 紧 (7T,) 型 , 必须 县 只 须 它 是 牙 允 且 人 备 
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的 ,站 上 且 对 藤 每 个 864iB = Ele, 4))， 必 存在 有 罕 多 个 点 2 …， 
zn EE, 使 


五 一 \} S({ri; 6). 


i=l 
远 . 1) 必要 性 。 五 的 备 性 由 它 的 晓 性 得 出 ( 定 表 1}。 针 栗 任意 
5ed,tSCzi)Ye 吾 成 篇 百 的 强攻 ,从 而 依 紧 性 , 必 存 在 有 罕 多 个 点 
2 2 合 
= U d(x; @). 


1 一 1 


2) 充分 性 ， 屋 殖 是 分 见 生 一 致 性 空间 , 赣 且 满足 定理 中 的 条件 ， 
篇 了 导 朋 巨 是 紧 的 ,只 须 敢 PP(B) 中 每 个 超 恋 泛 收 化 ,而 电 认 百 是 备 空 
间 , 只 须 症 明 季 ( 瑟 ) 的 每 个 超 沥 活 了 是 Cauchy 注 活 ， 设 Ed , 那 未 
存在 有 寓 多 个 点 zi(1 si < 如， 使 
1 6 
E= U sl: 0). 
由 共 超 潜 透 必 县 素 对 偶 幻 , 玉 少 有 一 个 Sx; 忆 ) ef 迄 加 是 说 ， 存 在 
Fef, 使 PcS(si; 信 )， YEF So ov, Ri) + ow, 
y) < 十 立 一 人 ,和 从 而 己 x 下 这 VV， 过 区 有 明了 1 和 是 Cauchy 漆 透 . 
定 闵 2， 集 A4 则 做 一 吾 宏 阳 巨 的 56- 网 (五 = (co, 4), 6€4), 是 
指 
五 一 U S{(x;6), 


站 三 
换 句 话说 .五 中 每 个 点 几 距 4 中 某 点 < 3。 一致 空间 互 中 集 BB 图 做 对 
,是 指 对 图 每 个 2E 4, 于 空间 了 具有 有 这 3- 网 。 
赴 ， 定 理 38 裔 明 , 需 了 一 致 空间 已 是 紧 ( 了 9) 型 的 ,必须 且 只 须 它 是 
分 宛 的 备 是 任 园 的 . 
定理 4， 篇 了 距 郁 空 责 召 是 烈 罕 的 ,必须 且 只 须 它 是 紧 的 ， 
硒 . 1) 必要 性 . 发 记 是 列 紧 距 角 空 阅 , 那 未 潮 於 任意 自然 数 , 存 
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在 有 府 的 上 - 确 4 认 是 [4 是 万 中 可 数 集 , 薄 且 在 电 中 秽 ; 因 
机 二 

篇 对 从 任意 。 > 0， 存在 自然 数 %, 使 二 < *, 从 而 对 於 任意 x 《万 ， 

3 € 4 使 P(z， or) 之 士 之 se(p 表示 马上 的 距 风 )， 进 正 是 设 明 


ze 可 到 ,从而 百 = TI， 今 全 1 4- fo ao …, gn, -时 着 
察 球 族 
Sani7r) (2 二 1,2,…,7 通 表 一 切 有 理 数 )， 
於是 得 一 可 数 球 族 , 而 对 然 殖 中 任意 点 * 典 任 意 开 集 G 3 7 ，z 旗 是 如 
的 内 点 ,存在 正 数 n, 使 Stz, a) CG，{a, |%E NI 弃 在 加 中 稀 , 必 存 
在 wm 侯 Pp(*, Xm) 之 字 ， 取 有 理 数 7, 使 得 了 之 ?之 广 ,类 是 
HESRn, F) TS Gx, a) COG. 

如 果 {Gejssr 是 巨 的 覆 攻 , 闭 末 对 从 每 个 x 盏 , 依 上 逃 存在 一 个 点 x 
及 有 理 数 ?+, 使 2ESCzn, 7) C. GG mn, . 於是 过 可 数 多 个 开 集 

{Geonn | WEN, rE 成 需 百 的 困 荔 我们 把 这些 开 集 重 排 拒 难 列 
Gu Ga … Gr，…}， 吉 果 和 从 诸 G。 中 选 不 出 有 罕 多 个 集 来 形成 互 的 
收 盖 , 那 末 淹 苓 每 个 %，3y,《 下 Get = 1,2,…)， 依 列 紧 性 的 由 

£=] 

定 ， 可 取出 (oo) 的 一 个 于 列 (9w') 玻 敏 雁 一 点 EE 吾 。 衣 GG 3260. 那 
末 存 在 自然 数 mo, 使 得 2 污 和 一 > 加 《 Gp, 过 与 加 的 定义 蔬 朱 . 

2) 发 丈 是 察 距离 空间 ,於是 傅 定 理 38, 互 是 至 风 的 ,并 而 对 其 每 个 
正 数 。, 有 一 有 帘 二 -类 {2 ，…, zt]。 贡 (gu) 是 吾 中 任意 点 列 ， 阳 
来 , 必 有 一 子 询 (yw) 属 基 同一 球 S(z 包 ,1), 同 理 必 有 一 子 列 (y") 略 
然 同一 球 8(z 电 , 半 ) cS(z 时 ,1)，…， 肉 是 取 针 角 列 (y(n)), 使得 
一 基本 列 . 依 定理 3, 巨 是 完 售 的 ,从 而 (ya(%)) 收 葵 座 巨 中 一 元 加 ， 
而 互 的 列 紧 性 得 多， 
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定 廊 3。 一 狐 空 间 电 做 兴 紧 , 是 指 它 是 分 离 的 卫 它 的 完 仪 化 吾 是 
紧 的 一 致 空间 召 中 的 子 集 4 时 做 淮 紧 的 , 是 指 吾 的 一 臻 子 空间 4 是 
准 紧 的 ， 

合 . 识 (2o) 是 分 隧 一 致 空间 五 中 一 个 平常 基本 列 , 屠 末 ,(z。) 是 百 
中 兴 紧 集 , 因 篇 在 上 的 完备 化 马 中 , (za6 帮 ,而 入 三 fo oa 
是 证 中 紧 集 . 审定 上 , 设 {G,) 是 4 的 覆 昔 , 必 有 一 个 G3 mo, Wi G。， 
底 是 zo 的 开 劣 域 , 必 存 在 自然 数 和 , 使 和 0 一 >X《 Go， 而 在 Go， 
外 只 有 有 喜多 个 各 中 的 点 ,从 而 由 {Ge} 可 以 取出 有 井 多 个 集 粗 成 4 的 
栖 董 ， 

夫 。 在 一 至 空间 六 中 ,如果 闭 包 需 聚 的 集 叫 做 相对 肾 , 那 未 相对 肾 
集 4 必 是 意 紧 的 , 因 篇 4 是 紧 集 ;从 而 作 沈 巨 的 一 我 子 空间 ,是 备 的 ， 
而 44 同 构 於 4 的 完 得 化 。 

反之 ,第 紧 集 不 必 是 相对 紧 的 。 宗 衫 上 , 如 果 互 是 非 肾 的 淮 察 集 ， 
那 末 吾 不 是 相对 紧 的 ， 

定理 5 篇 了 分 购 一 臻 空 涧 瑟 是 准 紧 的 , 必须 且 只 须 它 是 至 圈 的 . 

座 . 1) 加 可 以 看 成 是 它 的 完备 化 瑟 中 的 黎 集 . 如果 互 是 兴 紧 的 ， 
则 若是 紧 的 ， 滋 任意 5€4( 硼 = 下 (g, J4)), 合 ( 定 理 3) 

” ,8 
B= | S(4 人 . 


+ 二 ) 
氏 然 在 五 中 黎 , 每 个 8 (2:; 也) 必 合 巨 中 一 个 点 wi(1 之 1 过 8), 从 
而 XE—>3i(= 1, ,使 ES (#4; 志 )， 所 以 


G8, He) CL oT, 2) + she, ti) < 加 + 了 = 和， 
喜 是 得 知 
B= UU Sv;d)., 


5 斌 是 任意 的 , 巨 的 全 阁 性 得 荐 ， 
2) 反之 , 设 石 是 至 则 的 , 那 末 漳 大 每 个 56 4( = 忆 (o, 4)), 存 
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在 有 寓 多 个 点 1， ” be € 五 ， 使 
1 | 了 
瑟 二 U Sa (i; 二 ), 


近 豆 
.EN "x 
Ss (v1; 2)= {lz E, SR, Ki) 9 
许 然 瑟 在 吾 的 完全 化 吾 中 笛 ,对 和 疏 每 个 元 E 态 , 3z6E 五 ,使 
3(z, +) < 也 ， 
得 误 5 表示 o 在 世上 的 延 拓 { 见 $2 定理 1)， 从 是 + 必 居 於 万 中 某 球 
Sz (xt 二), 从 而 etz,zi) 必 羡 , 而 
a2, az) SFR, t+ (rt) < E+ 
而 有 6 力 饭 是 任意 的 ,可 知 
EB 三 U SECRL; 6), 

5 弃 是 任意 的 ,完备 空间 无 也 是 全 转 的 ， 恢 定 理 3, 名 是 紧 的 , 需 完 ， 

定理 6， 在 一 致 空间 巨 中 ,说 4 是 紧 集 ,BB 是 并 集 ,而 和 A4nB =， 
那 末 必 存 在 6€ 4 ( 恕 = 玉 (o, 4)), 使 

Vs(A) 门 VAB} = 共 ， 
到 喜 对 图 集 六, Te 型) 表示 有 的 证 疡 域 : 
Val) 三 {x3y EM, ofr, y) < 0}. 
证 吉 果 定理 不 成 立 , 著 末 对 蕉 每 个 56 4, 必 存 在 一 点 Xs, 使 
ToE Vl A) nTYs(B)， 
从 而 必 存 在 ?ec4， ze 号 ,使 
GT 号 ， {Rs Ze} 号 

(ye) (6& 4) 是 聚集 和 4 中 一 个 定向 列 ， 从 而 它 有 一 子 定向 列 (or ) es， 
和 司 yr 一 《有 。 要是 类 从 任意 564, 存在 oo0《 ,使 6 < 0 一 > 


一 > oo, Yee) < 村. (yno) 弃 是 (ys) 的 子 定向 列 , 必 存 在 cy < oo， 
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使 = < ci 一 > 使 六 ce)<8 全 和 = 六 ch), 放 是 
Go， tes) < of{Yo, Ye) 十 (Ne Ves) 十 TRE Ka) 


8 8 8 
3 
6& 4 既是 任意 的 , 可 知 加 E 旦 = 了 ,过 与 4n 召 = 芒 的 假定 矛盾 。 玲 
完 . 


系 . 认 冯 是 一致 空 闸 瓦 中 的 察 集 , 那 未 {Vs{ 和 4)18& 4} 形成 4 的 
一 个 基本 痢 域 租 ， 

证 . 语 了 是 4 的 任意 开卷 域 , 撩 是 已 三 CE 是 责 集 ,二 且 了 nd= 

二 丰 ， 恢 定理 6, 38€ 4, 使 
Vtd) NM FelB) = $, 
共 是 Vs( 有 4)NB = 多, 从 而 Fs(4) CCU. 坷 完 ， 

下 面 利用 被 距 肉 来 讨论 罕 空 间 中 人 通 化 的 炊 个 性 撕 ， 

定 蒜 4， 在 一 致 容 间 吾 中 , 柄 8Ed4B = Bad)， 吾 中 有 袜 点 列 
《Yinsiss 叫做 5- 链 ,是 指 对 所 每 个 主 一 下 和 一 工 fi Wi 
zu Vn 叫做 半 链 的 端 目 ,过 时 我 们 旋 那 个 3 链 连 接 x 贷 ra， 

诗 . 设 台 = 五 (c, 4) 是 一 致 空间 ,关於 每 个 65, 规定 人 一 yy( 和 sj， 
是 指 存 在 一 个 媚 接 :x 点 #7 的 5- 链 , 条 末 不 难看 出 3 是 玉 中 等 仿 痕 祭 . 
合 42 表示 技 等 价 关 人 愤 3is 的 合 x 的 剩 休 类 , 那 末 不 郊 看 出 

VEAL —> Sy;) Cc As, 
多 而 4x 是 巨 中 开 集 . 但 C048 是 一 些 剩 儿 关 的 佐 , 究 而 和 沁 是 开 集 , 众 是 
所 s 也 是 于 化 , 证 正 是 褒 , 已 中 能 是 一 定点 zx 用 5- 链 连接 的 点 全 体 45 
是 禾 并 也 甫 的 集 。 分 
4; = (| A:. 


他 避 点 
4= 是 按 下 烈 等 价 关 傈 人 匀 的 合 4 的 剩 欠 类 ; 一 玉 和 外)。 对 座 每 个 6 & 4， 
存在 一 个 思 接 * 与 y 的 1- 链 ， 
定理 7， 在 紧 ( 了 2 型 空间 已 中 ,上 面 定义 的 集 4; 乃 是 含 必 的 连通 
分 , 碍 有 Cz 也 是 舍 z 的 一 切 话 需 且 闭 集 的 交 0,. 
既 . 如 果 能 发 明 4xz 是 连通 的 , 那 末 , 诫 然 售 4 的 连通 分 一 定 包含 
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在 售 x 的 一 外 谣 半 旦 著 集 中 , 恢 前 画 的 主 必 然 包 台 在 4 中 ,过 正 是 设 ， 
A CC CO,CA,, 
从 和 而 过 三 个 集 孝 相等 
如 果 4 不 是 连通 的 , 它 旗 然 是 闭 集 ， 必 存在 吾 中 两 不 相交 于 集 

百 与 C, 使 4o 一 瑟 UCi 依 定理 6 及 瑟 的 察 性 假定 ， 存 在 GE4d, 使 
VB)N VC) = 一 名 合 

H= CV 2(B) UV s(0)) 
和 从 而 互 是 阴 集 . 衣 2EB, 考 忆 中 一 黯 y。 如 果 工 是 连接 了 司 # 的 一 
个 六- 钙 ， 那 示 天 性 有 一 莱 和 已 , 二 剧 在 上 证 外 键 中 必 存 在 雨点 


wi Ve(B), vine ValC), 而 c(zt vin) < 从 而 ， 
itl € VaB) 站 VetC), 
与 上 面 所 迹 了 矛盾， 诉 然 依 4。 的 定义 ,z 与 可 以 用 一 个 二- 键 速 接 起 


来 ， 那 未 豆 n 45 闭 了 多。 但 如 果 站 帮 5， 屠 末 A428' CC 45， 稀 而 堂 取 
XEN i 尘 ,(Xs) 是 定向 列 ; 恢 < 43 的 际 性 及 五 的 紧 性 , (Xs) 有 一 
子 定向 列 收 第 礁 一 点 to, 从 而 加 E 遇 48 洋 每 个 864 成 立即 
wo EHN 和 4:， 现 昌 的 定 闵 巴 盾 ， 证 完 ， 

和 柔 . 识 瑟 是 全 断 局 部 办 (Ts) 型 空 昌 。 萎 礁 每 个 XE 如 ,包含 * 的 一 
切 院 并 且 闭 集 的 全 体形 成 2 的 一 个 基本 洒 域 粗 . 

证 ， 设 人 是 7 的 一 个 相对 案 的 肛 部 域 ; 设 下 是 斑 的 中 和 禄 : 

F- VNCT = VNCOV:; 

设 CVF 是 子 空间 下 中 一 性 猎 开 且 闭 集 , 嘟 束 己 在 巨 中 是 闭 的 、 加 UU 
答 玉 不 相交 ,部 末 U=UNFT=UNTNVTUCIDI=U0NPU(UNF)= 
UNT, 省 就 是 膏 口 CF, 从 而 妃 是 已 中 天 集 ， 因 此 , 管 了 亲朋 定理 ， 
只 须 苯 明 在 Y 中 存在 一 个 子 空 沿 六 中 的 底 开 且 了 并 集 U, 使 32 且 
UNF = 如 = 了 ;没有 和 需要 苯 朋 的 . 设 玉 天下 ,让 是 紧 集 ,从 而 
子 空间 站 中 包含 > 的 许 开 且 于 集 都 是 坚 集 , 涝 些 紧 集 形成 一 个 渗透 基 ， 
代 而 这些 集 的 交 和 玉 相安 。 设 YA(《 如) 是 其 中 一 点 , 那 末 下 许 是 双 断 
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紧 宏 昌 , 依 定 理 7, x 在 中 的 一 切 钱 并 且 并 轩 域 的 变 只 合 x 单一 个 
点 , 役 # 的 存在 矛盾 。 囊 完 ， 

定理 8. 设 五 是 聚 (To) 空间 , 3! 是 五 上 一 个 等 僵 志 傈 ,使 zx 一 扩 居 》 
表示 z 与 y 层 放 如 的 同一 个 违 通 分 . 亦 是 商 空间 吾 / 赃 是 紧 (72) 型 到 
断 的 。 : 

这 . 依 第 一 章 85 定 将 11, 百 / 峙 是 全 断 的 ， 舍 只 须 葡 骨 召 /六 是 
(T,) 的 , 设 和 4, 上 是 巨 中 十 个 不同 连通 分 , 依 定理 7, 存在 6 4, 使 4 
中 任意 一 尘 典 互 中 任意 一 点 不 能 用 人- 链 在 互 中 相连 接 ， 

但 吾 中 能 用 一 人 - 链 妥 4 (或 吾 ) 中 一 点 相连 接 的 风 的 全 笨 吾 (更 五 ) 
是 巨 中 茎 开 甩 同上 第 (定理 7 前 的 诗 ), 从 而 按 等 价 关 保洁 是 饱和 种 的， 本 
是 吾 , 玉 各 是 和 4,B 的 开 闻 域 , 按 闪 都 是 饱和 的 , 且 不 相交 定理 得 肚 . 

下 面 友 个 定理 对 藉 征 面 ( 距 允 化 问题 ) 是 有 用 的 . 

定 丸 5， 拓 拉 空 间 吾 中 一 个 于 集 族 红叶 做 散 的 ， 是 指 对 评 每 俏 
YE 吾 ,37Eg%(z)， 使 了 只 导 引 中 至 多 一 个 集 祖 变 ， 集 族 时 吓人 敌 <- 
散 , 是 指 它 是 可 获 多 个 散 集 的 拼 ， 

定理 9。 对 亦 巾 摄 距离 的 空间 BB 的 每 俩 开 统 昔 1 必 存 在 一 个 o- 
散 的 开 集 族 2», 使 是 百 的 覆 昔 , 东 且 + 和 多 属 埠 1. 

痊 . 哉 2 是 五 上 的 骤 距 刻 ， 对 每 个 正 整数 ?与 每 个 台 E1,， 全 


U, = fzlre vd, p(X, END 二 


蕉 是 对 於 任意 2<D 二 了 EU 如 适当 取 26 EVD ,必然 
1 


二 > 1 一 
Pl2, Y) 2 P(t, tr) PU 3) 六 下 Bn 一 1 


1 


Dnt+1 了 


因 篇 P(END ,Un) = 7， 从 而 可 取 


1 
4EEBE\T ,使 p(y, 人 下) < n+l， 


今 把 了 1 按 某 种 方式 良 序 , 相应 的 序 关 
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傈 表示 成 <。 对 枞 每 个 自然 数 避 与 UE, 使 
Ur = UNUIWanlW eu, W <U). 
大 从 吕 ,VE 如 果 了 < 了 ,必然 U4C 有 Vn 从 而 估 上 逃 
p(Us, Vi- 


Pl * 


命 
Ut = tw|p(%, U1) < ss, 


那 末 , 当下 <U 时, 关於 XEUH, yeEV+, 取 通 当 z EUx, 使 得 
ptz, z) 之 一; 内 是 因 UtcCENVan, 取 WEV*CV， 


Dn+s 
PY 2 (2, HW) 一 PE) PENVT Tan) 一 
_ -1 > TI_ 1 
Dris ”Dntl Ont ” 
所 以 
PZ, YE PY, 2) — OZ) > (Ba 一 二 一 再 臣 、 
和 从 而 


of VH) > mis: 
雹 膏 明 对 礁 每 个 固定 的 %, {DU# |U& 1) 是 散 族 ， 命 
v= {UtIU EM, hEN}. 

对 雁 每 个 * EE 吾 , 识 U 是 接 次 序 < 的 4 中 第 一 个 集 3x, 那 末 
Wen,W <U> 玉 3w, 而 因 邢 wc 所 以 分 ,ny 3% 
因此 ，U% 37， 34， 而 且 依 定 闵 U3 是 开 集 ， 由 定义 不 内 看 出 

UtcCU, 检 而 ?成 仿 巨 的 o- 散 开办 盖 , 菲 且 2 从属 稚 44. 

定理 10， 髋 所 距 砍 的 空间 必 是 仿 紧 的 . 

座 。 首先 注意 , 依 定理 9, 对 於 赋 扎 距 共 的 空 阅 巨 的 每 个 此 和 著 攻 41， 
必 存 在 一 个 =- 数 的 开 材 昔 v, 使 v 和 从 属 研 0。 由 共 敬 族 必 是 局 部 有 医 
族 , 从 而 =- 散 虹 履 羡 必 是 一 个 则 可 数 多 个 局 部 有 寓 族 组 成 的 天 覆 昔 
於是 剩 下 的 乃 是 改 明 下 列 合 题 : 

如 果 闭 拓 杰 空 漠 如 的 每 个 上 并用 芋 4, 必 避 找 御 一 个 由 可 数 多 个 局 
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部 有 突 族 粗 咸 的 开 必 六 2 和 从属 堆 4, 奢 末 也 必 可 找到 一 侦 局 部 有 宽 肛 
经 蓝 从 忆 评 工 ， 


发 = LU vv 是 局 部 有 帘 开 集 族 ， 对 於 每 个 恰 每 个 集 
车] 


VF EVD, 合 


V*= TNUIUIUED,1l 天 < 和 
全 吕 = {VV*|VEV,, NEN)}， 由 南 了 CT ,和 从 而 他 从属 喜 w。 对 放 
每 个 Xt 瑟 , 恢 2 的 定 闵 , 必 存在 自然 数 +% 及 一 个 EvV,, 使 EVF， 庚 
% 取 成 满足 上 述 休 和 件 最 小 的 数 , 术 是 

UEvAE<LR) > EU, PIUV*I%. 
因此 名 是 吾 的 覆 攻 ; 刀 是 局 部 有 户 的 、 事实 上 ,对 於 每 个 2E 瑟 , 取 了 如 
上 ,YE ,上 擒 是 对 於 悦 站 对 认 任 总 名 E ts 由 喜 

及 ”= WOUIUD EY km), 

所 慷 WW* NV = 名 ,这 就 是 说 , 洽 多 只 奥 满 足 1 太 名 之 雪 的 诸 vi 中 
的 集 相交 ;而 由 於 每 个 从 的 局 部 有 寡 性 ,可 知 只 己 攻 中 朋 寅 多 个 集 
相交 ,但 VF 是 拓 集 ,从 而 是 4% 的 痢 域 ,从 是 如 的 局 部 有 帘 性 妙 完 .~ 


34. 一 致 性 空间 的 积 空 间 


训 可 = 五 (2 4) 是 一 致 性 空间 , 吾 是 任意 梨 , 是 由 加 到 可 中 
的 映像 ; 定义 cf? , 8) 三 oy( 六 2), 2))， 那 末 e 成 迪 百 上 一 个 祯 扩 距 
同 ， 如 果 互 上 了 赋 以 槛 报 距 离 =, 了 成 起 召 到 吾 中 的 一 致 连 芒 映像 ， 兮 
Va {ry) 12, y EB, elt, y) < 8}, 
VE {0) | VE ef 8) < 8},. 
亏 素 (x, 8) EVe> (2), 了 (9V)) EV ， 如 果 避 上 有 一 一 致 性 千 构 ， 
其 部 沁 透 比 由 庄 下 s 产生 的 深 透 时 粗 , 那 末 f 就 不 能 成 态 由 万 色 如 ;中 
的 一 和 致 这 和 炉 映像 了 .和 从 而 = 在 吾 上 所 引起 的 瑟 是 使 了 一 致 这 苇 的 最 粗 
一 致 性 千 构 ， 
更 一 般 些 , 设 是 任意 集 , (加.) (< 了) 是 一 族 一 致 性 空间 ，( pjf') 
(KEJ,, tJ) 是 决定 吾 : 的 一 致 性 车 构 的 所 距 阴 族 ; 设 f. 是 由 万 到 
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,中 的 一 全 映像 , 那 末 ,分 
PELE, 3) = PEMFAR), FAW)) (x, YE BE), 
(PO) (KE V2 EU) 成 篇 巨 上 一 侧 担 距 风 族 。， 汪 个 族 在 号 上 决定 一 
个 一 致 性 桔 构 ,使 f 成 需 由 一 数 性 空间 下 到 ,中 的 一 政 连 种 映像 .让 
且 趟 吝 看 出 , 是 使 每 个 六 各 是 由 已 到 吾 . 的 一 孜 连 粹 映像 的 最 粗 一 至 
性 千 构 。 汪 个 一 致 仁 粘 酸 中 的 轩 由 下 齐集 组 成 ; | 
Te 
三 {wo fr), Fo) ep (LIER), :1) 

道 误 {01,……,:,} 通 表 J 的 一 切 有 毗 子 集 , tn td 所 用 v)， 

荐 了 上 述 避 上 的 一 致 性 秸 科 是 分 离 的 , 必须 由 只 须 对 雁 任 意 丙 个 
元 3% 2 人生 天 3 必 存 在 一 个 < 及 一 个 poCKEw) ,使 

PEFfeAL), 天 13)) A 0. 

如 果 庄 ,都 是 分 衣 的 , 屠 未 ,篇 也 上 的 上 斌 一 店 性 业 权 是 分 钦 的, 必 
须 且 只 须 驮 於 巨 中 任意 十 个 不 同 元 X,Y, 必 存在 : 9, 使 了 (8) 六 ), 
近 时 ,我 倍 称 映 铭 族 {(f.) (:& JJ) 篇 如 上 的 分 见 族 ， . 

五 上 使 一 切 六 篇 一 致 速 种 的 最 粗 一 致 性 辕 构 在 互 上 所 定义 的 拓 搂 
精 构 , 也 恰 是 使 一 切 六 篇 圳 车 的 最 超 拓 朱 千 构 ， 四 因 篇 过 侦 拓 抄 桔 构 中 
点 %E 吾 的 基本 寿 域 址 由 下 列 集 类 成 : 

Vgos fess os Fed Ks os, Kay 61, ,Ea4) 
三 psf tt), fe(20)) < es (1 hh) 二 


到 ~ 
(fo,(V f(ro); pt; es))， .2) 


n=] 

站 (六 0) PRESERY SNY YE EB PEM DY, Folio)) < er). 
事 丑 上 , 当 i 通 表 J; 中 的 元 ,5s4 通 表 一 切 正 数 时 ，F 下 人 
er》 形成 一 副 空 间 EB., 中 点 fj,{ 和 0) 的 一 个 完 至 凑 域 地 的 基 ， 谤 而 诸 
V(ro; Fs "ey fe te 6 在 五 上 所 定 闵 的 拓 朱 和 车 糖 
瑟 是 使 每 个 六 篇 连 著 的 最 租 拓 搂 辕 构 。 (2) 中 轩 域 怡 是 由 {1) 中 一 致 
精 构 所 定义 的 ， 
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根 酉 上 壕 一 般 原 出, 我 们 可 以 定义 一 族 一 致 性 空间 的 各， 
定 闵 1， 设 (,) (+& J) 是 一 族 一 致 性 空间 , 在 积 集 B 三 [已 


EE 
上 的 生 一 至 性 宇 灼 , 态 是 指使 每 个 投影 fe: (He) 1etecy) 篇 一 玻 巡 
矿 的 最 粗 一 下 性 桔 构 、 已 上 赋 以 过 个 义 一 致 性 辕 构 于 是 做 族 一 致 性 宰 
各 吾 : 的 积 一 致 性 空间 ,而 召 .. 吓 做 迁 个 稿 一 致 性 空间 的 因子 空间 。 

址 ， 依 上 二, 已 上 由 稿 一 致 性 糖 构 所 定义 的 拓 把 千 构 怡 是 雍 因 于 
空间 吾 , 的 拓 朱 秸 楼 的 积 。 不 难看 出 , 项 了 积 一 至 性 灶 楼 是 分 雍 的 , 必 
须 且 只 顷 讲 ,上 的 一 致 性 硅 构 都 是 分 外 的 { 见 第 一 章 ). 

定理 1. 发 至 是 一 致 性 突 间 , ,= ]| Bi 是 一 狼 性 空间 的 种 ， 


EJ 

了 = (fe) 是 由 吾 到 吾 : 中 的 喘 像 . 篇 了 是 一 致 迷 炉 的 ,必须 上 日 只 须 圣 ， 
雁 每 个 《J ,fi 是 由 吾 到 加 ,中 的 一 致 映 像 。 

证 。 必 要 性 由 积 一 致 性 精 构 的 定 闵 及 31 定义 4 下 圭 3 直接 看 出 
令 嫩 充分 性 ， 设 (p 操 ) (x J) 是 至: 上 决定 如 .上 一 致 性 精 构 的 担 距 
幅 族 ; 设 (Pp2) (XE€4) 是 羽 上 决定 它 的 一 到 性 灶 构 的 要 距 周 族 。 瑟 , 中 
任意 部 可 以 表示 成 ( 见 (1)): 

下 人 
篇 了 使 
(CFE) FOO EV Ee oe, ea Rom? Er 27 En), 

必须 上 且 只 须 对 每 个 cx(1 所 久之 轴 )， 


(for (KE), fer (WY) E VHRRE; er), 
即 


OER(f (2), Fe(3)) < en, 
但 旗 然 疡 ,是 一 至 连 灶 的 ,存在 五 中 一 个 畦 
Ve VO, ,A ,RR), 
使 
(VE VE fe), fe (OO EVERKs, er) TE him. 
藤 是 由 於 五 中 痢 德 导 的 性 时 ,存在 一 个 轩 


TY 苦 下 (MA， re A WL, ty Wn) CC 门 Vr, 
| k=] 
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使 
(wy ET 一 (21)， FY EV(e, “em? Ks Kn}; £1, Erm), 
侠 完 ， 
盐 ， 不 闪 痢 出 ,一 致 裤 闻 的 积 是 加 合 的 , 即 设 
Jk 一 (J dr, Fl Ko—> dN dr, = 人, 
KEK 
设 Cx = Il 百 :， 那 未 .合议 人 二) T= (X00) (0 EJ) ,Ty 


Ep 


一 (ziejuek 是 由 站 如 型 1 Gu 上 的 同 构 ， 双 如 4 是 吾 : 的 子 空间 ， 


那 末 话 一 致 性 空间 4 的 积 奥 FE, 中 的 于 空间 114, 同 构 . 

定理 23， 了 是 由 积 一 致 性 容 涯 五; Xx 琴 到 一 息 性 态 间 可 中 的 一 
致 连 苇 映像 ， 那 末 “部 分 映像 ”> 了 (X,Y) 是 由 忆 到 想 中 的 一 致 连 
态 喘 像 . 

证 . 事 宝 上 ., 峙 惧 固定 的 26 瑟 .3 一 (7 区) 是 由 本 到 豆 x 吾 ,中 
的 一 致 违 粮 映像 ， 

广 。， 壮 就 是 鹃 ， 按 两 个 楼 量 一 至 连 堵 的 映像 一 定 按 每 个 杰 基 分 别 
一 至 连 转正 如 建 米 映 像 的 情形 一 样 , 首 命题 不 成 立 . 

定理 3， 需 了 和 芋 一 致 性 空间 瑟 = [| 豆 . 中 点 定向 点 列 (zo) 三 (tf) 


EF 
(ae 4， € 7) 是 基本 列 ,必须 且 只 须 寺 每 个 e J 了, (42i) 是 万, 中 的 基 
本 列 . 

请。 篇 了 (Xa) 是 瑟 中 基本 烈 ,必须 且 只 1 须 对 从 每 有 窗 多 个 标 纹 
ct 及 相 诡 的 所 距 座 PE 和 开 过 (PpO(K 《YK) 表 示 定 发 及 
的 一 致 性 结构 的 拔 距 次 ). 奥 正 数 sy 6 在 在 标号 oo, 僵 

a 0 > 00: PT， Xo) Ee (lt 和) 
但 这 个 人 条件 按 积 空 南 的 定义 等 翁 截 下列 铬 件 : 对 任意 …'， ens 
pA(1 之 上 上 之) 及 正 数 e, …， en, 存在 标号 m, 使 
ao 六 ) 
而 过 又 等 便 贡 存在 ci (1 过 之 4), 使 
a a > i > PK ， Te (Ain), 
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因 篇 4 是 定向 集 . 最 后 一 条件 正 意 味 著 (zt7) 是 五 中 的 基本 列 . 笨 完 . 

定理 时。 虎 丁 分 评 一 玻 性 襟 则 E, 的 积 空 间 LgE. 三 三 是 情 上 的 站 
须 且 只 须 每 个 巴 . 是 备 的 ， 

证 ， 内 和 需 在 积 容 间 中 中 列 (zo) = 《zeer 下 化 的 必要 完 分 休 件 
力 是 每 个 坐标 列 (ze%)) 在 吾 . 中 收 襄 ,从 而 充分 性 不 待 司 ， 必 要 竹 岂 不 
风 看 出 , 因 篇 依 定理 1 和 后 的 诗 , 每 个 , 同 禄 伶 五 的 一 个 并 子 空间 ,从 而 
是 备 的 ， 

有 条. 设 五 = 下 召 . 是 分 离 一 致 性 空 电 瑟 . 的 积 ， 五 的 完全 化 如 必 


同 鸣 於 矿 妃 。 的 完 储 化 万 。 的 积 。 
证 .把 五: 等 同 於 其 完全 化 五 的 一 个 稳 子 集 , 那 末 吾 = 了 LB: 在 


L 记 。 中 也 是 稠 集 (第 一 章 S2 定理 8)， 由 加 完备 化 除 同 构 外 的 一 意 
性 , 命 是 得 十 ， 
定理 5. 闹 (上,) 是 一 族 华 紧 (7T2) 型 空间 ,对 每 个 ,fi 是 由 忆 到 
瑟 : 中 的 映 称 ,在 瑟 上 赋 以 使 每 个 fi 坊 一 臻 束 糖 的 最 粗 一 致 性 结构 ， 屋 
(76) 皇 成 吾 上 一 个 分 离 映 像 族 , 那 末 一 孜 性 空 尚 百 也 是 夫 紧 的 ， 
证 。 由 本 名 并 始 不 的 膏 明 可 知 瑟 是 (了 T,) 型 空间 ， 依 $3 定理 5, 民 
须 心 上 明 EE 是 全国 的 .。 设 (2p 操 ) 是 定义 在 至. 土 的 一 致 性 粘 枯 的 气 距 郁 
BENT, YE PAARAR), FH) Cr, YEBY 
是 决定 百 上 使 每 个 j 篇 一 臻 过 灶 的 最 粗 一 到 性 类 构 的 握 琵 雍 族 ， 命 
c(t) 我 由 (BY) 决定 的 模 撑 赚 , 和 从 
而 加 = Ele, 4). 取 尾 意 6& 4， 扒 是 
3 二 ( 束 ), 其 中 只 有 寅 多 个 ?i … zm 是 有 帘 数 ， 
从 而 
SY; 6) SE {| Be Fy, TE (ln), eb} 
证 然 百 .; 是 闪 紧 的 ， 存在 有 血 多 个 茹 区 让 < Eee 使 


E,, = U V (zi; PS a 
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半 钛 每 个 ze 已, (2)E Bo, 从 而 32 和 (1 才 入 < 入 ), 使 

PEE CPE, fon( YY) ert2. 
取 326 玉 nT(zg， B49， 吝 ), 如 果 吉 集 不 空 ,否则 就 略 去 集 (8 


HE ， 全) 於是 


E= \) Sy",6). 


li 人 
后 乒 痪 刀 


条， 准 紧 (72) 狸 实 负 的 积 空间 仍 是 闪 聚 (7,) 型 的 . 
$ 5， 距 诡 化 阅 是 


距离 襟 间 儿 论 从 一 至 性 灶 构 或 从 拓 搂 类 构 来 说 ,都 是 最 箱 香 的 . 内 
此 发 生 运 样 的 并 题 , 即 是 否 葵 定 一 个 一 了 我 性 六 篆 或 拓 杰 空 曾 , 它 的 一 致 
性 千 构 伍 拓 搂 稿 构 是 否 可 以 用 一 和 个 踪 齿 来 决定 。 罗 个 冉 题 吕 做 距离 化 
性 题 ,而 熟知 实 杰 数 画 数 的 点 点 收 人 敏 是 不 可 部 距 衣 化 的 , 最 早 的 拓 朱 空 
间距 肉 化 休 件 前 在 1923 年 由 苏联 学 者 Arekcanmpoa 秽 Ypscom 答 
出 ,其 德 很 多 学 者 作 了 改 淮 ,比较 最 好 的 休 件 瑟 是 1951 年 IO.Cxrpuoa 
所 和 给 出 的 ， 本 季 将 着 重 乓 于 导 个 人 条件, 下 指出 遭 个 人 条件 熏 其 它 夫 个 条 
件 的 鹏 联 . 

定 闵 1， 所 请 焦 马上 的 一 个 距 亡 与 玉 上 的 一 致 性 桔 构 站 是 符合 
的 ， 基 指 由 更 个 距离 所 决定 的 一 致 性 烙 构 恰 等 下 弗 个 一 致 性 车 构 
集 召 上 一 致 性 秸 构 工时 做 可 距 雇 化 ,是 指 在 百 上 存在 一 个 距 离 p ,使 Pp 
得 4 符合， 一 致 性 空 漠 时 做 可 距离 化 , 是 指 它 上 面 的 一 致 性 灶 构 是 可 
距 了 化 的 . 

向， 在 [0, 1] 上 实 人 得 违 稿 画 数 所 粗 成 的 集合 CG 中 , 合 

一 To 人 19, 1] => |x(t) — y(t) |< ee}, 
那 末 (Uels 半 0} 是 一 至 性 辕 权 的 以 透 基 ; 而 导 个 一 致 性 辕 构 是 可 路 
礁 化 的 , 因 访 到 距 见 | 
p(X,#) = max | z(t) — y(t)] 
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就 可 以 了. 
定理 1， 篇 了 一 个 一 致 性 千 构 是 可 距 雌 化 的 ， 必 须 且 只 须 它 是 分 
元 的 芷 了 且 过 和 眉 一 致 性 竺 权 的 恋 透 有 可 数 基 , 
浆 ， 必 要 性 ， 对 於 焉 此 空 间 ,如 果 ? 是 相应 距 肉 ,只 须 取 
V1 | ew, WE (w=1,2,..) 


作坊 一 致 性 富 构 的 淤 透 基 . 

充分 性 ， 由 1 定理 3 的 侠 明 直接 看 出 ， 

系 ， 由 可 数 的 距 见 族 所 定义 的 分 见 一 致 性 灶 权 必 基 可 距 风 化 的 . 

证 。 设 (2) 是 所 答 的 可 数 距 族 , 那 末 

Vn 三 {Cz, | prtz, Y) 瓜 了 

是 一 致 性 精 构 的 浴 透 基 , 和 从 而 依 定 理 1, 一 致 性 精 构 是 可 距 赚 化 的 ， 

定 闵 2. 集 轧 上 一 个 距 座 ? 如 做 熏 户 上 的 拓 拉 桔 构 7 符合 , 是 指 
由 PP 快 定 的 拓 拉 类 权 积 7 相同 。 拓 抄 空间 叫做 可 距离 化 , 是 指 存在 一 
个 奥 它 的 拓 接 千 模 相符 合 的 距 玄 。 

广 。 在 $1 中 已 经 膨 到 决定 同一 一 致 辣 构 的 距 次 可 能 决定 出 不 同 
的 拓 朱 精 构 来 . 

定理 2 (CNMtpHoB，roD.)。 和 篇 了 拓 搂 空间 妾 是 可 距离 化 的 , 必须 且 
只 须 它 是 正副 的 东 且 其 中 存在 可 数 多 个 局 部 有 窗 履 鞭 ; 这些 恬 药 的 任 
形成 互 的 基 . 

厢 . 1) 必要 性 . 首先 ,距离 空间 必 是 正 且 的 ， 半 每 个 自然 数 %， 


,工人 
0.= 1s(c: 寺 < 本 
是 吾 的 天 履 著 。 而 依 8 3 定理 10, 妃 是 仿 紧 的 ,从 而 存在 局 部 有 着 芥 营 
hu， tn 从 属於 0,, 半 正 是 说 ,4 的 每 个 集 的 直径 < 二， 状 是 【| an。 


形成 刀 的 基 ， 丛 完 ， 
2)》 充分 性 ， 屋 正则 空间 刀 中 有 可 数 多 个 局 部 有 罕 开 斤 昔 由 


(2 一 1,2,…), 使 【1 是 吾 的 基 ， 令 验 豆 是 可 赋 距 评 的 。 下 有明 依 
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照 CmHpHoa, 分 下 列 炊 个 步 台 : 
i) 1 的 任意 多 集 的 并 包 的 全 等 零 它 个 异 的 半 包 ， 设 Eee il。 
(¢ €9), 则 


召 实 上 , 左 冰 集 包 人 沼 在 右 诞 集 之 中 , 者 是 不 待 悚 的 ， 反 之 , 讽 ! 是 右 迁 
Von 1 己基 六; 


[2 
而 由 办 出 是 局 部 有 划 的 ,存在 有 朝 多 个 郴 号 ci, …， :7 ,使 
< tJ, 天 ls "sy cn > VoN VU, 一 @, 
因 {VVIVEB(tz)} 是 x 的 基本 痢 域 吉 , 从 而 


i 


x€ 人 Do = U Uc 1) iH.. 


k=1 让 “ ET 


说 完 ， 
《这 ) 空间 殖 是 正厅 的 . 了 到 殖 中 两 互 不 相交 交 闭 集 怒 , 如 .对 息 每 个 
由 人 汪 <E 双 ， 取 z 的 一 个 办 域 [re E U M1, 三 当 (= 空间 E 的 一 个 
部 过 了 


基 ) ,使 

Ur, ac 门 B= $$. 
由 盔 空 间 的 正规 性 过 是 可 能 的 . 对 於 每 个 & B ,同样 可 到 的 一 个 剖 
域 , Uw,aww 《加 ,使 


於是 


也 oo 门生 = $$, 


1 C lJ Ua SG, B 一 U Un,ai = H,., 


立志 入 有 加 


依 (i)， 


[em = {J Ua 豆 ， 一 () Uain, 


EA WE 
答 而 恢 Ue,arts) » Up,a 十 的 让 法 ? 
全 GA.N B=$, BNASB, R= 1,2,.), 


U, = GA J Hl.,, Vr = as 他， 


尺 呈 但 虹 号 过 
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那 末 


好 三 U U,V 二 U VT 
是 殉 华 ,福生 和 AA4cU，, BeY: 而 因 对 於 台 六 风 
Un N Vs, cc CH, N H, = $$， 同 理 U,s NN Vm = $, 
从 而 UN Y = 多 .加 的 正规 性 得 府 ， 
{i) 五 中 每 个 天 集 必 是 二 型 的 。 发 各 是 瑟 中 任意 开 集 ， 五 有 娃 是 
正规 的 ,对 图 每 个 4 ECG, 存在 一 个 含 的 开 集 Caoz《 包 ,使 


La 


Uniaya.w) CC GQ, 
售 
一 (J 局 sxyaten。 
rE 
人 恢 (1)， 
[和 = (J D,, EN 全 忆 lj Ur,atyy 人 
开拓 疗 这 后 籽 
HF) 
ee 六 一 一 
cl Uar= [Geo 
不 记 旺 鲁 二 1 
绕 耐 


是 下 型 的 。 由 (于 ), (者) 得 知已 是 完 正规 空间 ， 
(tiv) 吾 出 际 执 权 坊 r 的 实 Hilbert 空间 和" 的 子 集 ,过 庄 + 滩 未 


上 未 基 ”的 势 ， 实际 上 , 取 
Qo!w = (hh, QO), NEN, a€E J}, 


这 昌 7 表示 集 族 如 的 标号 族 : 

一 AU a a € Vn} [3 
恕 陈 是 正规 的 ,站 且 巨 中 开化 必 是 下 ,型 的 , 依 第 二 章 34 定理 2, 存在 
马上 连 炽 实 值 丽 数 p,,a(x*), 使 


1) 实 黄 ilbert 空间 症 半 赛 是 指 一 切 滥 圣 朵 件 之 本 < 十 【从 而 共有 可 数 多 何 
Se 六 0) 的 责 数 斤 x 三 (Soc 号) 的 全 体 ， 5 全 条 ,其 上 中 天 定 玉 成 
pe on = Ee. — no) Yu), 


如 后 业 
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TEE=+>0 ED,ar) < 

TE Ua Pa = 0., 
4, 弃 是 局 部 有 穹 履 蓉 , 在 每 个 点 xo( EE) 威 , 潮 共 固定 的 ,有 有 帘 多 
个 ( 芷 且 平 少 有 一 个 ) Pw.a(Xo) 关 0。 惟有 是 对 礁 因 定 的 各， 


BD Pra t)) 


En 


是 有 意 久 的 , 庄 且 是 定 闵 在 整个 空间 万 上 的 正 第 这 苹 丙 数 、 检 是 
qt 三 一 et 
/二 {Dal PT) 
可 


是 定义 在 整个 空前 豆 上 的 连 糖 画 数 ,让 上 且 
全， (Guoa(2))2 三 |， 


EJ, 
YEE SD (gat) 一 goal C4 命 
可 大计 
Eu(z) 二 各 ae 人 2) = 去 Qua (1), 
於是 
2 (EA(e)) 一 D3 (wa W)P = 全 二 一 下 
上 邮 毛 邮 


从 而 畦 页 每 个 固定 的 YE 五 ,1 (zj 1 是 们 三 Pr) 二 个 中 表示 
成 p(x). 得 个 多 可 以 看 成 昨 由 五 到 9g{( 瑟 )(C 7) 上 的 映像 ， 

多 是 一 圣 一 的 。 如果 让 ,Vy 事 , 汪 天 坟 , 那 来 由 去 轨 是 基 , 兹 且 五 是 
正则 的 ,从 而 是 《Ti) 型 的 ; 必 存 在 自然 数 有 和 伍 口 wa E14, 使 

TEUnas YEU,a, 

锻 而 匀 礁 2 三 (2, a), (xX) >0, 8.9) = 0, 有 即 有 多 (0) 天 (9), 

多 是 连 转 映像 . 设 Xe 三， 1 取 自 然 数 记 , 使 

去 < 去 
了 区 的 痢 域 口 。, 使 它 奥 每 个 i (1 之 如 太 下) 中 至 多 有 帘 多 个 集 相 交 ， 
考察 
Zln, ln EE, ad, Us nN Ue ES), 

造 种 (%,a) 至 多 有 有 穹 多 个 . 设 s 是 工 的 基数 ( 势 ), 扒 是 s6N.、 取 2 
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的 痢 域 0. CCD;, 使 对 蕉 每 个 ,ol (0) 《2) 及 每 个 J EO， 


| 全 al 4) 一 达 ， 01< 5， 
~ 2 


汪 册 者, 的 这 和 锌 性 巧 可 能 的 ， 如 果 训 生起, 但 (4,0)& 2, 闭 末 依 宇 的 
定 闵 ， 


已、 站 Ua 一 D, 


Eo) 一 gE, al ) 三 0., 


会 ， {Sa}) 一 二 3))2< 三 


应 页 2 
由 疙 的 定 东 可知 


> (Fa) 一 Ena( i} > = P32 on 宅 ion, ={ 由 了) 一 


Ed TT 
> 4 g2 
一 Cr 
於是 在 各" 中， 


op 900)= Ds) A A = 王 + 工 < 
因而 ?的 速 秆 性 得 萎 ， 
9 是 并 映 像 , 即 99 是 连续 的 ， 珊 五, 0 8(7)， 取 Ua 扫 ， 
使 YEU CO 全 三 S07), 礁 是 5 六 0 如果 半 某 一 元 yy 关 瑟 ， 
站 (的 (人 (CH LE, 由 束 set8) 之 0， 从 测 YE TD 这 正 昌 设 
0460) > S90 6 .Un 91S0g0n)is))， 江 朋 了 儿 的 连 业 性 ， 
全 部 征明 完 丫 ， 
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第 六 章 “” 描述 集 论 大 悉 


拉 述 集 葵 已 狼 是 数学 中 一 个 独立 的 记 科 ， 本 韦 中 不 打算 潜 人 运 一 
佣 域 , 而 兵 限 亦 载 述 吉 方面 的 一 些 在 汽 画 分 忻 中 常用 到 的 基础 知 斌 . 


S31. 稳 


定 闵 1.。 拓 搂 空 间 巨 中 点 集 4 昌 做 第 一 移 的 ， 是 指 和 4 可 以 末 示 成 
可 数 多 个 状 集 的 人 恬 。 非 第 一 移 的 集 叫 做 第 二 攀 集 ， 

计 ， 证 定义 是 法 网 数 呢 家 R， Baire 的 。 有 些 作者 探 取 另 外 的 定 
散 , 例 如 存 五. H, yu 的 " 窜 钨 数 男 数 给 ”(Teopug 中 YHKUH 益 “ie- 
CTRHTETbEHOTO FepexeHHOTO，1943) 稀 有 ，C， ATeEKCaBIPOB“ 担 凯 
商 数 的 汽 洽 初 阶 ”" 中 ,定义 数 宜 获 忆 中 的 人 缘 和 4 是 做 第 二 钢 , 是 指 尽 人 又 
萎 第 一 秽 的 .依照 慎 和 个 定 线 ,下 中国 区 上 洁 [4, 总 就 不 是 第 二 移 的 , 洲 诺 
也 不 是 第 一 霄 的 ,和 而 按时 Baire 的 定 闵 , 在 如 中 [a, 8] 是 第 二 网 集 . 

但 1， 在 数 直 多 展 中 ,有 理 点 人 多 体 福成 第 一 桨 集 , 因 党 在 这 个 从 间 
申 , 几 由 一 个 点 粗 成 的 集 必 是 喀 集 。 一 般 , 在 一 矮 弧 立 点 的 (了 ) 型 空间 
中 , 凡 可 庚 溃 集 必 是 第 一 向 的 ， 

他 2。， 恋 义 是 拓 撞 宗 半 巨 中 的 攻 立 加 ,于 术 由 一 个 点 租 成 的 集 !*)} 
起 第 二 如 的 . 事 襟 上 ,加 迪 !X1 可 以 表 成 可 数 多 个 大 集 的 伴 , 屠 未 14} 本 
寺 必 是 踊 集 ,从 而 {7 不 能 售 开 集 ， 但 由 此 得 出 蕴 盾 , 因 知 人 21 4 而 
后 者 是 开 某 ! 

更 有 有趣 的 例 将 在 下 面 看 浏 。 

定理 1 折 朱 空 籽 王 中 一 切 第 一 铺 集 的 全 体 多 是 Boole 代数 
(EE)} 中 的 5- 妇 。 

证 .注意 蔚 柴 的 子 集 仍 是 琉 集 ， 和 从 而 第 一 区 集 的 子 集 仍 是 第 一 精 
集 . 按 定义 ,可 数 多 个 第 一 网 集 的 余 集 仍 是 第 一 岗 的 ， 发 完 . 

定理 2。 完备 距 此 空间 必 是 第 二 网 的 。 
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请 .她 设 完 依 距 风 空 间 忆 是 第 一 攀 的 ， 
E= [| 4,, (1) 
并 三 ] 


秆 于 每 个 4 是 酸 集 ， 恢 玖 集 的 性 质 , 存 在 -和 和 从 Pp, 过 1 的 球 KK、 使 
KN 41 = BB， 又 存在 生 径 般 po 必 广 的 球 本 ,本 二 ,本 表示 FE 的 


同心 球 , 它 的 军 径 是 9 使 Kn 4A; = BB， 依 此 类 推 ,一般 , 存在 定 逢 


6 < 民 过 的 球 KK, 使 CCK, Ki 是 开 。, 的 同心 球 ,但 它 的 牛 径 = 


一 Pr/2, 莫 且 到, 门 夸 。 一 多 (和 一 2, 1). 设 zu 是 站 ， 的 中 心 . 于 来 
ix 是 基本 列 , 因 坊 当 m 六 2 时 , :tw 办 XY, 的 距 风 


P(2m， zo) < 民 < 民 - 
使 窗 间 的 完 人 生性 ,存在 ze 五 , 使 


PT tp) 一 日 (Ry 00), 

在 不 等 式 P(Ye ta) < Pa 信人 720) 中 ,全 各 一 c， 得 (xz ao) 壕 
< 委 pn/2< pr 从 而 鸭 和 < 五。 过 就 是 说 ,加 k 4 而 坦 圣 一切 世 成 立 ， 
与 (1) 了 矛 拓 ， 因 此 吾 是 第 二 粒 的 。 

广 。 沁 谎 一 般 拓 朱 空 间 ， 一 俩 比 第 二 网 更 基本 的 洗 先 态 是 下 面 定 
闵 中 所 陈述 的 。 

定 苇 2， 拓 搂 空 间 吓 各 Baire 空间 ,是 指 下 烈 (两 个 相互 等 翁 的 ) 
休 件 宁 的 尾 一 眉 成 立 : 

1》 可 数 多 个 笛 开 和 集 的 变 仍 是 稠 集 ; 

2) 可 数 多 个 无 内 点 的 半 集 的 人 悦 仍 是 扰 内 点 的 ， 

定理 3。 党 了 拓 拉 空间 瑟 是 Haire 空间 ,必须 且 只 须 下 列 休 件 中 
的 人 性 一 狠 成 谍 : 

3) 互 中 不 空 并 和 集 必 不 是 第 一 秽 的 ; 

4) 互 中 第 一 焕 集 的 定 集 必 是 稠 的 

证 .篇 了 入 女 是 第 一 疯 的 , 忆 须 且 只 须 
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过 一 U 条 
这 嘉 4 是 路 集 , 从 而 ZI, 是 粮 集 ， 欠 而 如 百 是 Baire 空间 , 饮 定 六 2 
的 条件 2)， 局 本 , 没有 内 点 , 即 它 的 子 集 和 不 可 能 是 开 集 ， 即 2) = 二 > 


> 3). 4 意味 着 第 一 策 集 不 能 包含 不 六 并 集 , 和 从 而 4) <>3)。 二 4) 
成 立 , 半 未 可 数 多 个 舞 内 点 的 闭 集 的 恬 4 猎 是 第 一 网 的 ,从 而 它 的 裤 集 
是 移 的 , 即 它 不 能 包含 不 空 并 集 。 套 是 得 2)， 从 完 . 

证 。 特 别 由 3) 看 出 Baire 空间 必 是 第 二 移 的 . 

柔 .Baire 空间 中 每 个 不 空 并 和 集 必 是 Baire 空间 ， 反 之 ,如 果 折 
拉 空 间 殖 中 每 点 具有 一 个 痢 域 了 , 使 了 是 Baire 空间 , 那 未 至 本 身 是 
Baire 空 陪 ， 

座 . 1) 设 和 4 是 Baire 空 闻 五 中 的 空 并 集 ， 那 末 和 4 的 不 空 并 子 
集 也 是 吾 的 不 空 六子 集 , 从 而 由 休 件 3) 可 知 4 是 Baire 空间 ， 

2) 训 妈 是 拓 摘 空间 召 中 的 不 空 天 集 , 而 x 是 和 4 中 任意 点 ,VV 是 系 
中 第 二 部 分 条件 中 所 说 的 2 的 痢 域 , 那 末 如 4 是 第 -- 移 的 ,nm4 必 是 
下 中 第 一 焕 集 , 且 买 是 了 中 太空 开 集 。 运 按 人 条件 3) 不 可 能 需 完 ， 

定理 4. 在 Baire 宰 间 忆 中 ,第 一 攀 集 的 第 集 必 是 Baire 空间 ， 

_ 讶 ， 设 艺 是 互 中 第 一 黎 集 ， 恢 休 件 4), 4 的 衫 集 B = CA 是 再 
的 。 如果 2 是 子 空间 8 中 的 第 一 攀 集 , 郑 更 是 空间 肪 中 的 第 一 视 集 ， 和 从 
而 4UG 是 召 中 第 一 炮 集 ， 困 此 百人 了 = 已 \ (4UG) 旺 百 中 秽 焦 ， 
从 而 更 是 吾 中 稠 集 。 恢 人 条件 4) , 二 是 Baire 空间 ， 

定理 5， 局 部 罕 (72) 型 空间 殖 必 是 Baire 空间 ， 

请 ， 伍 明了 丑 定 理 2 很 相似 ， 设 14,} 是 吾 中 -- 串 笛 开 集 , 而 G 宾 任 
一 不 空 并 集 ， 令 定 闵 一 串 水 空 并 集 G， 如 下 ; 全 81 = 如 而 如 G, 已 
定 , Gan 4。 是 不 空 开 集 ， 而 因 局 部 肾 (T,) 型 空间 必 是 正则 的 {第 三 音 
3 定理 2 的 系 ) ,存在 不 空 开 集 G+, 使 GacGn4， 於是 洗 鹿 地 
定义 出 1G。} 来 ,而 有 

Gn 42 G2 NB. 


NH] 为 二 3 nul 
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出 撩 吾 是 局 部 紧 的 ,可 雪 Gs, 个 是 紧 的 : 亦 是 1 人 由 > 是 一 串 罕 集 
闻 且 如 4 二 4 依 第 三 章 S1 定理 12, 门 Gu 天仙，G 孔 是 任意 并 集 ， 
了 三 


沪 说 有 站 4 是 五 中 稠 集 ， 苹 完 . 


| 


诗 。 有 关於 Baire 空间 的 进一步 的 研究 ,请 参看 Léon Motehane， 
Sur la notion Grespace bitopologique et sur les espaces de Bai- 
re, OC. R., Paris, 244(1957), 8121—8124; Sur la caractétrisa- 
tion des espaces de Baire, C. R. Paris, 246 (1958), 215— 218, 
Gustave Choquet, Une classe réguliire d'esphace de Baire, | 可 上 , 
213 一 220， 

定 蒜 3， 拓 朱 室 半 中 点 集 苹 是 做 在 点 XY 不 茧 匆 ， 是 指 存 在 
UEBL), 鸽 下 NU 是 萨 的 ， 

定理 6， 需 了 集 习 在 卡 * 上 处 不 是 散 的 ,必须 卫 只 须 

洛 扎 误 . 

绷 ， 敲 z6 瑟 , 那 未 对 於 任意 并 集 吕 cu(z)，G=Dn 和 0，G 
是 表 和 集 , 济 有 GcUNX. 但 了 n = UNT. 事 窒 上 ,如 灯 ZEUNT， 
灶 众 每 个 湖 集 六 & 3B()， 必然 NUNX 天 ,但 NV 是 开 集 ， 所 
以 PFNUNXSESB, 要 是 2E0UANT. ,由 此 得 ,串门 所 包 合 明 集合 ， 竹 而 


刀 站 革 不 是 朴 集 。， 反之 ;如果 帮 区 , 那 末 Ci 三 瑟 八 志 是 二 的 并 部 
域 ,而 内 
日 2 S 二 
N= NT,! 
站 县 下 meG:c 吉 .所 点 
WNnGc 训 cc 充 . 


i 
1) 4 门 B 表示 集 (及 站 BB) 的 再 部 . 
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由 此 .Cn 七 是 世上 集 ， 

王 面 关 基 足 集 的 一 个 性 质 呈 有 用 的 ， 

定理 7. 老 六 "ae .1 是 拓 楼 实 间 轧 中 一 族 朴 焦 , 而 每 个 入 旺 
N 三 NN 中 的 法 集 . 席 末 六 也 是 如 中 的 苹 集 


立 
误 . 注意 
~- 已 -一 


{] Min LU Nr 一 A, 
今 避 


URe -= {JNe. 

圳 入 上 ,全 jE, 必 存 在 UE%(r), 使 UcKR， 对 人 惟 并 的 任意 开 划 
城 耻 ,FnEcxw ,刚直 无 站 取 下 是 天 的 ,可 知 下 让 站 N 天 DB. 设 
EV NUNN, 齐 术 z 的 任 这 并 痢 域 玉民 入 相交 , 庄 且 各 LN 相交 , 而 
zyE 了 CE 从 而 


XENNA NN. 
全 仿 假定, 访 ' 是 在 和 NN 中 并 的 ,所 以 信和 玉 在 六 中 是 并 的 ,可 是 
NANRNRJcR、 INRNSNR= 
上 所 以 


= UN =UGEANG RN 
Hr 


NCNNNCcNNN( 因 W 是 开 集 NN YU (EN\INN Ne®™)- 


= UNNWN NT. 
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但 
NAWUN IcNN HNN 
cHNUNUN vy. 
而 计 必 (HI 是 天 集 ,所 以 
太 \ TAR 
由 此 


NCOUN, BNCUN®. 


如 果 Ne 是 小 集 , N= 芳 , 突 而 入 = 古 , 即 六 是 芯 集 。 王 完 ， 

定 闵 4。 括 把 空间 五 中 上 贴 集 4 时 做 在 姑 蒜 (zo 不 心 《和 4) 不 是 第 一 
精 的 ,是 指 如 有 一 部 域 了 了 ,使 了 mn 是 第 一 条 的 ， 在 相反 的 情形 下 , 即 
如 果 对 礁 zo 的 每 个 郑 域 了 .TDm4 是 第 二 网 的 , 那 未 4 叫做 在 入 点 不 
是 第 二 稍 的 . 

广 ，1) 信德 将 常用 下 歼 符 号 : 

D(A4) = je,4 在 处 是 第 二 区 的 | 

2) 在 定义 4 中 ,如 只 售 T 耻 表示 的 一 个 固定 林 本 痢 域 粗 ( 特 别 基 
2 的 一 切 轩 逆 域 ), 兹 定义 的 内 容 不 医生 沉 攻 、 事实 上 ,如 果 存 在 zo 的 
痢 域 下, 使 N44 是 第 一 移 的 ,到 U 属 苓 所 答 的 基本 沁 城 科 , 菲 使 UC 
CPF, 那 求 UN 4 也 是 第 一 条 的 . 

3) 设 沁 丰 瑟 中 多 立 点 , 屠 末 任何 合 加 的 集 4 在 如 处 是 第 二 移 
集 ， 事 塞 上 .ixol 椒 身 是 Zz 的 沁 域 ,而 焦 定 芳 1 下 例 2, 1zoin4= 17001 
是 第 二 疯 集 . 

定理 3， 在 空 淹 天 中, XCY 了 一 > D(X}CD({Y). 

误 事 但 上 , 如果 了 在 fm 麻 是 第 一 炮 的 ， 必 存在 下 《(xz)， 使 
YNT 是 第 一 炳 的 ,从 而 瑟 TFTCTnmT) 是 第 一 枫 的 ， 

定理 9， 尘 雁 任 意 肛 和 集 G 及 任意 集 六 ， 

DXNG = GND(GNX). 

证 。 情 定 理 3, 只 及 及 DINMGECGNDGGNX), 就 wwEGNDX), 

对 座 * 的 每 个 滥 域 下, 六 6 仍 是 2% 的 畦 城 , 所 以 下 六 Cn 三 是 笠 二 网 
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条、 下 &€ 3B(w) 隐 是 任意 的 ,必然 & DtGN 芝 ), 即 
EGNDIGNET). 
发 完 ， 
定理 10. 识 在 拓 朱 宏章 瑟 中 有 -一 集 族 { 芋 , He《 J), 使 每 倘 到 ,在 
S = [J 苹 . 中 是 并 集 , 如 业 每 个 人 ,是 第 一 糊 的 , S 也 必 是 第 一 移 的 . 


EJ 

证 ， 忽 妨 敲 至少 有 一 个 六 .是 不 空 代 , 设 {1Gx}， (x EE 到 ) 是 满足 下 
烈 二 企 件 的 不 窗 需 集 亲 成 的 称 大 族 : 

1” 每 由 Smnerx 基 第 一 网 的 ; 

2?” 每 雨 个 Ge 不 相交 . 
首先 ,种种 开 集 一 定 存在 , 因 篇 依 假 定 , 迟 存 在 cd, 使 芒 . 天 B, 让 且 在 
在 好 集 9 佑 六 ,= OnS, 而 六 ,是 第 一 况 集 容易 看 出 ,满足 人 条件 
1° ,2 的 不 鹤 昭 华 族 技 包 含 关 人 怪 是 一 序 集 ,过 序 集中 任意 全 序 子 焦 的 上 
端 ( = 到 个 子 集中 一 切 族 的 们 ) 仍 硼 足 1” 22, 从 而 依 Zorn 辅助 定 
型 ,满足 王 ,22 的 不 空 阴 集 的 极 大 族 看 在 。 於 是 不 再 存在 不 空 关 集 招 ， 
使 如 和 与 一 切 G 不 相 变 ， 芷 及 Gns 基 第 一 确 的 。 篇 了 完成 定理 的 脱 
用 ,只 须 沪 : 

al [jj (CSnGo) 是 第 一 移 集 ; 

re 
by si Ge 是 踊 集 . 
Re 
并 雁 2}， 依 假定 , SN Gr 基 第 一 网 集 , 和 从 而 可 以 写成 
总 门 Cr 一 U 人 
i=1 


六 是 政 集 . 兮 
N; = LD NE’ C2 = 1, 2,..). 


Kt 


珀 未 
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仿 侠 每 个 NN, 是 蔬 集 ， 诸 Ce 多 然 十 两 不 相交 ,可知 
KF KR > NmGe = $, 
从 而 
UnGe = [NEINGR) = NN Ge， 
kxEH 
过 就 是 说, Nw "是 N， 中 的 并 集 。 依 定理 7, N， 是 朴 集 . 
关於 b)、 需 了 妊 朋 SN Ge 是 踊 集 , 只 须 王 已 八 U Gx 是 酰 


集 , 而 因 补 者 是 闭 伸 ,只 须 改 它 是 系 性 集 。， 如 果 不 然 , 必 丰 在 开 集 五 ,使 
HCEN() Gu Hz9%, 


依 Gx 的 定 雯 , 豆 mS 莫非 第 一 秽 的 , 因 吾 其 (Gn) 就 类 去 杖 大 性 了 。 设 
en 瑟 和 尖 细 ,过 榜 的 "< 了 必 存 在 ,否则 五 nS = @ 是 第 一 枫 了 ， 考 窗 
开 集 

G -HANS 
SNG 是 第 一 移 的 , 因 往 ,在 S 中 耳 是 并 的 ,X。 = S\\ SA ,和 从 而 

SNG = SN(HNS、 FH,) = HN(SN SE) = 
一 HNX,cCX,. 
但 乞 天 及, 因 需 . 
BHNX,= SNGCG. 

双人 如 Gr = 8 焙 每 个 x 天 成立, 因 篇 

GECHCEN I GG. 


过 与 (G 必 的 极 大 性 衔 实 ， 旗 是 马 \、TG, 是 缘 性 集 ， 
定理 琶 完 ， 
科 . 如 时 天 在 它 自己 的 每 点 处 是 第 -网 的 , 蓝 未 和 是 第 一 炳 集 ， 
刁 . 恢 假 定 ， 峙 办 每 个 4E 开 , 存在 开 集 Ge。3zr, 使 Gen 瑟 是 第 
一 移 的 。 走 基 
X= |) (XNG), 


区 下 宇 
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迁 喜 剑 个 xnG。 ,在 六 中 是 开 的 ， 依 定理 10,X 是 第 一 网 的 . 

定理 出. D( 芒 ) 是 于 集 . 

证 。 设 EN D(X), 必 存在 肛 集 如 3x, 使 半 NU 是 第 一 秽 自 ， 
对 雁 每 个 x 0, UtBtz), 甘 和 六 MU 是 人 第 一 秽 集 , 答 Wi 25 ND(N)， 
这 就 是 说 , UCEN D(XY), 即 如 和 D(X) 的 径 伽 昧 是 它 的 | 尺 身 ， 即 
EN DtX) 是 开 集 ， 

定理 12， 乱 了 王 是 第 一 铀 集 , 必 须 且 只有 顷 十 硬 任 一 谋 件 成 二 : 

1) D(X)} = @;} 

2) XND(X) = WD. 

请 ,如 时 DD( 芝 ) = 多, 拨 未 莹 DGAD = 历 ， 如 时 各 站 DO)= 二 ， 
兴 末 蔷 症 它 自 己 的 每 串 处 是 第 一 移 的 ; 依 定 理 划 的 了 条, 神 是 第 一 币 . 鸭 ， 

振 旋 世 是 第 一 箭 的 ， 亿 的 于 集 部 起 人 第 一 秽 和 的， 和 伞 于 对 礁 第 柚 朋 人 开 玉 ， 
Unx 是 第 一 凌 集 ,这 就 是 广 , 号 在 每 个 上 (tf) 不 是 第 --- 殉 集 、 竹 出 
D(X) = 9D. 

柔 . D(X DID = 允 , 加 是 说 .和 人 在 弗 暑 是 第 一 条 的 外 此 山 刘 
成 第 一 向 集 ， 

证 。 往 先 注意 DIXN DXNDCD(DD, 所 以 [人 入 DiNI1Nn 
UD(ENDOND cEXNDOWIN D(X) = WB; 依 定 韩信 , D(A、 
NDIX)) = 9, 

定理 183, 1 D(XUYY = DT)yUDY). 

DX) DI ICDIXTN I); 

2) DDE)) = D(X); 

3) DEX) = DR). 

到。1) 恢 定 理 8, DIXNJUDO) CDXUF)， 设 EE DV, 
DOF), 球 未 必 存 在 的 券 域 口 , 下， 能: UN 入 仿 FNY 是 算 一 科 
集 , 所 这 : - 

UNVINCXUY) 
是 第 一 移 的 , 即 2 《D(XUY)。 栗 是 得 苯 
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D(XUY) = DXYUDOY), 
以 信 NY 了 了 代 四 ,得 D(X) = D(X、\ 了 )UD(Y), 却 
DIX)N DIY)CD(X PY,). 

2) 依 定 理 二 的 邓 , D(XN 了 D(E)) = 劝 ， 依 刚才 导 朋 的 1)， 
DIX}N DID(X)) = $B, PT D(XICDDX), 人 (BE\ TINX=6 
是 第 一 糊 集 ,而 如 入 YY 是 开 集 ,所 以 BN 室 CE、 D(X), 即 D(X)c 
CH、 用 DD( 革 ) 代 截 下 , 小 注 意 D(X) 是 并 集 (定理 11) ,得 

DDCX)) CDX). 
圾 是 2 得 寻 . 


3) 首先 得 D(X)c 广 c 训 = 呈 , 事 洋 上 , 依 定理 6, 篇 了 xE 六 ， 
必须 且 只 须 天 在 不 是 不 朴 的 。 如 果 ze D( 广 ), 那 示 和 在 4 万 不 是 第 


一 糊 的 , 克 不 是 在 + 处 豌 的, 从 而 *< 吉 ， 喜 是 上 面 要 总 的 一 串 包 含 关 
傈 得 发。 用 D(X) 代 兰 ,得 ( 依 2)) 


DN) = DD(X)) CDOT)I = DUX) cD = D(X)., 
蕉 是 3) 得 性 . 
柔 1 如果 站 是 第 二 和 网 集 , 必 存在 天 集 G, 使 瑟 在 如 的 每 加 处 是 第 
二 炙 集 ， 
乾 . 设 入 是 第 二 移 集 . 依 定 理 12, DD 区) 闫 四 ,所 以 让 定理 8, 3)， 
G = DB GED(X), 即 X 在 天 集 G 的 点 不 都 是 第 二 网 的 . 
对 2, 人 二 [XNDiX)] US DB 是 例 到 的 一 个 分 解 , 其 中 
第 一 项 是 文中 用 的 第 一 移 集 .而 第 二 项 是 在 它 自己 的 每 巾 永 第 二 钴 的 ， 
礁 。 既然 D(X、 D(X)) = 态 1 定理 12 的 系 )， 所 以 依 定 理 13 
的 1)， 
DIXNDOXD)EDON} NN DiXN DEOXY) = DX), 
入 而 DUNXY = D(XN DX),， 座 有 
XNDOXYCDOX) = DXN DX)). 
妈 六 NDCY) 是 在 它 自己 的 每 点 感 是 第 二 移 的 ， 
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条 3 针 二 ( 人 EN CEDU NN DTT) 是 饼 的 分 解 ,其 中 右 团 
丰 { 作 的 两 个 人 地 下 不 外 和 侨 的 ,第 : 芷 是 者 的 党 一 料 集 ,种 二 厦 在 它 旭 已 
的 征 点 虚 是 第 二 移 集 ， 
请。 由 页 将 任 音 集 及, HH = CCc， 可 知 
人 _ 
XN DN) XANAN DN)= 


其 中 第 -项 CDCOXYJjNBN DRI := fr(DEX)) 是 开 集 的 染 华 ， 亿 而 
是 踊 集 ,市 第 二 项 是 王八 _ ZX 的 子 集 , 和 从 而 是 第 -一 类 的 。 均 是 忆 
NU 总) 是 第 -区 集 ， 扒 然 依 定理 18, 1)， 

DXNXNDODOD) = 的, 网 乱 上 面 已 赋 笨 有 明 方 站 王 兴 玉 二 ) 是 第 一 
灶 集 ， 鼓 是 六 (人 半 惟有 D() = DX, 所 以 

NNNENDO)CXNCONDN)) = SnDOEJCDON) = 
= D(X XX、 DX)), 
过 就 是 讼 , Xn DE) = 全民 DOW 在 它 自己 的 每 甘 虎 是 第 二 机 


2, 集 的 Baire 性 置 


定 蒜 1， 拓 抄 窒 间 瑟 中 加 集 六 于 做 具有 广 床 Baire 性 窒 的 , 旺 指 

在 在 开 保 G， 全 
X= Gy), 
这 惨 六 表 示 有 天) 中 由 -本 第 一 和 山 集 和 组 成 的 5- J， 语 三 GG() 表 了 东 
大 的 对 稀 利 | . i 
(YN GU{GN X), 

尾 显 名 中 的 集 ， 

盐 . 在 下面 定 闵 中 ,可 华 用 轩 集 六 代 禁 并 集 划 , 定 闵 内 容 兹 个 政 
悉 .。 我 们 只 须 辟 朋 ,， 对 於 每 个 开 集 G，6 三 G(%), 券 伍 个 有 闭 化 下 ， 
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三 训 (2), NG 弃 是 半 集 ， 内 纺 腑 它 没有 内 点 ,从 是 它 就 是 上 就 集 
了 事实 上 ,如果 


多 万 NG, 
训 未 有 一 用 池 域 口 ,使 吕 CONG, 即 上 含 吾 的 一 个 点 ,从 而 GNU 
天 邓 , 与 CENG 光 后， 同 理 部 明 存 作 玉 钙 内 同 ， 
定理 1， 一 拓 朱 空间 巨 中 具有 有 广 闵 Baire 性 质 的 集 的 生体 3; 是 
(ED) ff 一 稍 寺 a- 代数 ， 
雇 。1) 如 朵 芋 E Bi1, 存在 脂 集 曲 , 使 
二 站 (2 ), 所 以 CG 汪 CX( 和 加)， 
蝴 C 三 闻 舍 CCG( 2) 恢 上 面 计 , CX E31, 
2) 发 人 cm, 必 存 在 开 集 Go G4 三 天 (私访 从 而 , 因 氏 是 ce- 
zj], 而 避 G， 仍 是 开 集 ,可 知 


人 NX.€ 3,, 
3) 设 |，, 已 存 在 阅 集 下， N,N 一 工 ， 2， 0 所 过 
门 有 兰 NX(B), 而 NN 了 是 南 集 .由 此 得 知 门 汪 3, 


柔 ，3, 包含 一 切 Borel 集 ， 
三 。 一 切 Borel 集 普 成书 (五 ) 中 一 切 子 Ge 人 找 数 到, 而 弛 是 包含 
一 切 期 集 的 最 少子 =- 代 数 ， 话 然 闭 集 售 在 3 中 ,必然 31 二 3,， 
定理 2， 需 了 贴 集 开具 月 广 闵 Baire 性 时 , 必须 旦 只 须 下 列 的 休 
件 之 一 成 开 : 
1) 存在 久 , 呈 EE. 加 及 并 集 避 ,使 
X= (GG、 QIUR; 
2) 存在 久 , R&B 及 闭 集 下 ,使 
= (FOUBR:; 
3) 存在 下 < 六 ,使 和 八 六 在 鹤 间 吾 人 下 中 是 眠 开县 于 的 ; 
4) D()ND(ENAT) 基 琉 集 (换血 语 襄 , 对 雁 每 个 不 空 闻 从 C, 必 
有 一 点 ze ,使 天 或 五 八 天 在 mm 外 是 第 一 攀 的 ); 
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5) [D(X) XJ] 2%. 
座 。. 我 们 钵 表 定 闵 一 1) < 2) 一 > 3) 一 >4) 一 > 5) 一 > 定 孝 . 
定 闵 一 >1)， 如 果 六 《3 必 存 在 肛 集 G 及 集 昌 《名 ,人 惧 关 = 日 
SG (9 表示 “ 寻 称 差 ”), 道 就 是 说 ， 
X= (HNOUGN HH), 
道 误 如 入 GE 名, 因 篇 HNGCHE 旬 ， 
1) < 过 2) 如 果 日 , RE 贸 , 而 避 总 开 焦 ,县 未 
(GN QIUR=[(G、 (GNGN NAOQIUR: 
= GN\IGNG UeQNUR. 
依 定义 1 下 注 , GNGEB, 所 以 (GN GJ)UQE 多 , 即 1) 一 2)， 反 
之 ,如 下 是 好 集 ， 
(FANOUR= (FAQOUIFNFN QUR= 
= (FNOUITPFNP)N QIUR). 
而 最 后 曲 括 强 中 的 项 有 属 座 到 ( 见 定 约 1 下 诗 ) ,所 以 2)==> 1), 
2) 一 >3)， 我 们 利用 2) < 之 1), 於是 存在 并 集 G, 于 集 焉 吧 集 
Ri, Qi: EFL= 1,2), 使 
硅 == (GN QU RI 二 ‘PF、 QU PR,, 


杖 是 
NOURD) = SN {QO UR), 
AN\N WUB = FN (QU ,), 
答 而 
ANOUEUQ NN Ra) = GN (RU RU QU Ra) = 
= FN QU RU QU BR,), 
轩 就 是 识 , 革 入 (QU RU QsU Ri 是 在 BNEQ1U RU QU RR) 中 既 济 
且 限 的 , 正 且 
QU RU UR ED. 
383) 二 这 4}.。 依 3) 存 在 RR《 治 及 并 集 避 ,使 
XM R=G\R. 
扒 是 下 = (GNRIUICSTDRR)， 灸 定理 全 的 1)， 
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DA) = DG RJUDEX NBR). 
讶 下 站 起 E, 恢 定理 二 2 DEN RY = 又 依 定理 13, DiG) = 
二 DG)ING = DO)N D(R)CDCGN RcDeGY 定理 8)， 所 以 
DiG) = DIGNBR), 妈 DTY) = DGY, 汉江 洪 XNCR = GNCER, 
和 知 AUR = CGUR, 依 定 班 13 的 1). 
DICNY = DICXIU DR) = D(CGOYU DER}) = DiCG)., 
中 此 
DOAIND(EN XICD OINDCE), 
入 优 定 理 13 的 383) 的 惟有 骨 ,站 (G) CG, DB、NG) CEWG, 所 以 
DOONDEN XN)ICGNENG = fr(G) 是 让 集 ， 於是 DO 
ND 入 六 ) 越 芍 集 ， 
竹 ) 二 =>5)， 设 (XIND(BENN 到 ) 全 术 集 出 枪 
DIXI、NA = {DN NN AINDIEN XIU 
UDIA) ~ XN DIEN XC 
CIDOOONDIEN EI UEN XIN DI(EN XX)1, 
十 式 右 这 第 -一 项 是 芯 集 ， 第 二 项 依 定理 13 及 其 系 是 第 一 移 集 ， 从 而 
DIX) ~ AXE, 
5) =-> 定 闵 ， 设 DX) 作 六 6. 芒 , 依 定理 二 及 其 杀 , 六 D(X)E 
& .2， 扒 是 ED(X)E .加 ， 即 计 三 D(X)(.W), 而 DCX) 是 阴 集 . 
定理 3， 设 空 间 厂 中 入 于 集 2 ,了 了, I, TD 了 DZ; 截 2 在 了 中 贡 
广义 Baire 性 质 , 而 了 在 及 中 具 广 蒜 Baire 性 质 , 敢 未 2 在 瑟 中 具 广 
闵 Baire 性 宜 ， 事实 上 , 依 定理 的 3), 了 中 有 一 按 并 篇 第 一 灿 的 集 
也 .有 一 在 储 中 圳 等 一 网 的 集 民 , 使 ZN 8 在 FN 中 是 耽 有 下 有 
团 鸭 .而 下 入 下 在 放 改 中 中 是 省 并 且 痢 的， 误导 2 入 QR 在 
玉 入 人 入 看 中 是 院 肛 有 并 移 ,但 @ 按 让 星 第 一 笛 的 ,和 江 而 控 信 (2 1， 
更 是 币 类 的 。 训 和 曲 上 ,中 下 集 吾 在 王 ( 节 ) 中 更 是 下 的 , 因 篇 寺中 
每 个 并 集 如 舍 了 中 一- 个 让 和 集 Cl, 使 GINB = $$ 考察 评 中 六 集 互 ， 
NY 是 了 中 交集 ,所 以 吾 N 了 合 了 中 并 集 久 ,使 GB=5$， 伍 
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G， 一 HinY, 吾 ;是 让 中 有 表 集 ,所 以 万 = (HINY) UNEY) ) 一 GU 
U(HN YY,BE ENH = GUANHN YY), TNHNB= PN 
篇 PCcY)， 所 以 UR 在 到 中 基 合 一 币 的 。 所 以 了 3 厅 生 中 其 有 有 启 
攻 Baire 粕 癫 ， 膨 完 . 

定 蒜 2， 罕 向 至 中 焦 三 叫做 有 具有 羔 义 Baire 忻 痊 , 着 指 对 座 记 中 
位 们 保 44, 4mnX 在 于 空间 寺中 县 人 麻 首 Baire 性 质 ， 我 们 宽 作 
和 

诗 ， 显 然 具 有 和 狭 攻 Baire 性 摧 的 焦 也 必 具 广 闵 Baire 性 贺 ， 

定理 4， 每 了 和 集 苇 具有 狭 黄 Baire 性 种 ,必须 及 只 须 对 扑 竺 个 完 
从 帮 , 莹 几 有 A 在 于 空间 有 4 中 具有 诬 疙 Baire 性 畦 ， 

证 。 休 件 的 必要 性 窒 接 由 定 族 辣 出 。 今 洲 充分 性 . 9 是 信 划 
集 . 仿 互 = 4UC(C = 耳 4), 4 是 完 集 ,C 是 散播 集 "， 扒 是 六 作 
站 再 二 (XNA}U(IXNC)， 依 假定 , 攻 臣 在 4 中 具有 腐 儿 Baire 性 
贤 、 但 4 是 天 集 , 所 以 理 堂 间 右 中 有 具有 腐 闵 Baire 性 宰 ， 因 此 4 
在 互 中 具有 广 闵 Baire 性 昨 ( 定 理 3)》， 蕊 PC 底 是 散播 集 , 心 是 -- 个 
并 集 和 与 一 个 套 集 的 伐 ， 和 从 而 它 是 吾 中 具 上 月 广 闵 Baire 性 质 的 . 从 是 
站 如 = (EnayuUtEnC) 是 在 吾 中 具有 户 著 Baire 性 质 的 ， 区 此 
拉 站 吾 在 吾 中 是 具有 将 义 Baire 性 袖 的 , 事实 上 ,一 般 , 如 果 Z 在 了 中 
具有 广 闵 Baire 性 质 , 导 本 ZY 和 在 站 中 也 具有 以 闵 Baire 性 贤 ,， 内 
篇 由 2 = {GNP)UR(GG 是 了 中 晤 祭 , 己 里 玉 是 了 中 第 一 移 集 ) 计 庆 
2nT = (GNFN PURNTD, GNY 基 了 中 并 集 , PNTF 氏 RNA 
旺 了 中 第 一 称 集 ， 广 完 . 


34. 解析 地 可 表现 的 映像 与 具 有 Baire 性 需 的 映像 


本 他 诗篇 由 一 们 外 豆 全 中 的 上 股 像 ;人 这些 了 映 


1 巾 束 中 做 自 客 的 、 着 它 的 每 一 个 点 切 雪 自 已 的 集合。 不 合 任 局 自 密 子 柴 的 上 站 能 
赂 代沟 播 保 ,得 a 在 示 咸 一 由 有 南 控 保 的 从 上 
赣 华 天 由 一 与 月 窗子 介 的 上 所， 琅 六 证 3 加 震 .006 一 
Tot 或 motP, 休 在 询 一 司 民 To 基 PP 的 本 提 - 相 放 EE i 二 ， 
从 币 功 总 ,下 的 核 系 加。 但 五 旺 图 集 ， 话 久 五 省 定妆 许 巾 下 必 玉 不 再 舍 任何 下 窗 
集 .记忆 A 请 是 党 玉 。 
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像 双 体 表示 成 BE 设 BE, FE ,我 们 坝 列 (六 ) 在 环 中 喜多 二， 
是 指针 和 疏 每 巾 YE 百 , 在 Bs 中 
Fr) = lim f(x), 


道 时 我 们 简 电 地 表示 成 
了 =- lim 六 或 了 一 访 。 

这 柑 , 8 组 成 一 个 ( 世 ) 空 间 ( 收 竹 性 空间 ): 

1 f= lim 了 一 > 了 = lim 六 ，( 记 o) 表 示 ( 户 ) 的 任意 子 列 ; 

2° 访 三 天 = 1,2, 一 人 im 六 = 了 

3° 所 了 一 > {fn} 有 一 于 列 1f.), 使 (ff,,) 不 包含 任何 收 考 总 下 
的 子 麟 ， 

只 须 瞪 明 最 德 一 性 园 ， 如果 fi 六 站 必 存 在, 使 f(2.) 二 
萎 用 X0o)， 恢 距离 空 尚 中 收 敦 的 定 闵 ， 存在 一 个 s 半 90, 使 有 一 审 自 然 
数 困 < 是 

otf (Lo), fro)) 2 

演 豪 ?表示 包 中 的 距 风 . 显然 (f,,) 椒 售 任 何在 x 不 收 敲 於 了 (X06) 的 
子 列 . 

注意 在 (七 ) 空 间 中 ,一 集 和 叫做 阴 的 , 是 指 f,《 4, ,> 一 > 了 € 
《 和 ， 特 对 , 依 中 遭 嫌 定 闵 的 收获 性 , EE 中 的 了 亲 集 呀 做 映像 的 并 
族 . 下 面 妇 不 加 特 丈 襄 朋 ,天 瑟 . 天 .天 一 了 的 意义 均 如 上 ， 

定义 1， 84 中 包 舍 一 苇 由 殖 利 五 的 违 炉 映像 的 最 小 阴 族 中 的 上映 
像 时 页 可 解析 地 表现 的 映像 .让 一 映像 的 于 族 表 示 成 对 ,. 

他 .。 党 察 任意 距 衣 襟 间 五 , 但 分 后 -= 瑟 。 人寿 表 示 吾 中 一 个 于 
集 ，44 的 特 敏 画 数 Xatx) 可 以 表示 成 

， : 
Xa{tx) = lim iF ptr Ay’ 

诞 课 (xz 入 ) = inf px. 7、 了 虐 然 o(f, 4) 是 zz 的 连 稿 丽 数 , Xx.,, 是 
解析 地 可 表现 的 映像 . 

诗 。 可 解析 地 和 未 更 的 映像 可 以 分 类 如 下: 
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1? 第 0 类 映像 即 一 切 迹 钙 喘 像 : 

2? 对 离 几 第 一 .二 类 序数 a 之 如 8, 第 a 类 了 映 怕 即 可 表示 成 (<a) 
名 映 像 的 极限 ,但 又 不 属 礁 任何 第 (之 oo) 类 的 映像 .特别 ,如 果 巨 = 
= 五。 一 下 ,以 上 各 类 怡 是 Baire 的 画 数 本 

注意 可 解 伯 地 表现 的 映像 的 分 类 只 限 於 < 二 呈 的 各 类 ， 因 坊 旋 然 
请 松 限 只 是 利用 可 数 多 眉 映 像 , 圣 认 任意 一 串 可 解析 地 表 媒 的 映像 六 i， 
必 存 在 wa 所 曙 . 使 广 都 属 藤 第 w 炸 翅 ae 以 前 的 大, 从 而 lim 六 = 了 必 
至 融 属 共 « 十 1 类 。 反 之 , 凡 a 所 吕 的 各 类 是 必要 的 ， 


定 蒜 2， 设 矿 , 原 圣 擒 妈 中 每 个 阴 集 4, 及 A) 是 妃 中 的 Borel 
集 , 册 来 了 叫做 依 Borel 可 测 的 映像 。 

定理 1， 设 f 是 解析 地 可 表现 的 映像 , 慎 末 f 是 Borel 可 测 的 . 

证 。， 合约 ” 表示 后 中 一 切 按 Borel 可 测 的 映像 全 体 。， 襄 广 EE 
"而 了 = lim f, 人 信 及 ff€ : 海 "， 即 -名 ”是 阴 族 ， 事 实 上 ,我 们 将 证 


G, = poe a 
i 


?表示 Eo 中 的 距 见 ,于 林 避 , 是 开 集 , 昔 且 


广 G, 4 
这 时 和 
站 := 入 
事 突 上 上 , Gs CG, CG en 
让- 


再 在 愉 明 ,如果 了 = tim 汪 未 


FO = A Uh Gn). 


n=1 k= 


230 折 搂 答 间 性 训 


首先 冲 明 ,如 泉 2 = Jim jj, 著 束 
也 E 人 入 所 字 对 臣 一 切 RR 3 二， 使 3 € Gr, 


和 此 , 设 V《 人， 吕 末 对 矢 伍 个 六， 可取 澡 是 够 大 ,使 (ym, y) 民工， 


所 以 如 4 即 迪 下 足够 大 上 时，jteEes 反之, 设 3 用, 旋 存 在 
i 使 Gn， 因此 ,存在 足够 天 的 如, 使 
jG 

关 就 是 认 ， jwrk 区 加 (一 工人 但 全 BR 所 以 
Yrs Gy, 即 存在 一 个 六 ,使 对 大 每 个 天 ,oreEG 合力 一 六 (7)， 
y= fr), Flr) 一 lim 乒 (2)。 恢 上 还 ， 

Faz)E4 > 对 让 每 个 如 ,3 大使 六 Cr)e G,、 
即 

EHA) < 之 对 要 每 个 ,3 有 ,Efoi(G,)， 


换血 疾 襄 ， 
ft) = 站 UU Ar G,). 


注意 志 (G,) = Ge(CG 而 CG 是 阴 集 、 fr 《22 和 所 以 
(CG,) 是 Borel 可 测 集 ， 从 而 它 的 铺 集 六 0G。) 也是 Borel 可 浏 入 . 
南 是 下 4) 也 是 Borel 可 测 集 。 但 声 * 显然 包含 一 切 尖 炉 映像 ， 从 而 
D0 让。 

系 . 设 是 按 Borel 可 测 的 映像 ,而 和 4 是 BE 中 的 Borel 可 浏 集 ， 
玉 未 所 有) 匡 电 中 Berei 可 浏 集 . 

六 、 特别 , 如 果 是 解析 地 可 夫 现 的 , 源 未 对 秀 已 . 中 丝 个 Borel 
可 浏 集 ， 总 ) 在 巨 中 是 Borel 可 浏 集 。 

十. 全 3 入 示 思 中 Borei 果 测 集 的 至 体 , 而 

6 = (XIXCh,, NX)E Bs}. 
今 息 所 是 下 Bo) 中 的 了 代数， 事实 上 ， 
XES—>f(CX) = OFX) EBp, 


第 六 章 “ 描 过 集 葵 大 意 23 
XS—>7(U KX,) = UFJ)ega. 


但 所 包含 到 中 一 切 表 和 集 , 因 乱 了 是 Borel 可 测 的 ， 所 塘 全 包含 P(E0) 
中 用 一 戈 闭 集 产 生 的 最 小 子 o- 人 代数， 肥 全 包含 中 一 切 Borel 可 测 
集 ， 

广 。 定 理 1 的 族 一 般 不 成 立 ， 即 掖 Borel 可 测 的 映像 下 性 .是 解析 
地 可 表现 的 . 

菩 ， 全 五 一下, 五 = 10, 1 是 由 雨露 形成 的 散 空 间 ; 分 站 表示 由 
一 个 蒜 和 上 三 提 成 的 集 12o 的 特 微 画 数 : f= X(tzo, 那 末 

F407) = Cao FU{1}) = {0}, 
#8) = %, jE)-E 

沂 忆 了 是 按 Borel 可 测 的 ， 但 了 不 是 解析 地 可 表现 的 ， 事实 上 ，48 
中 每 侦 连 禾 映 像 必 是 常 什 醒 数 ( 因 篇 瑟 是 连通 的 ， 而 Eo 共 含 两 个 忽 立 
是) ,上 所 以 由 连 钙 映像 取 极 限 只 人 能 仍 得 常 什 范 数 . 

全 是 加 办 Eo = 瑟 隆 , 道 定 理 成 立 . 

定理 2， 设 户 是 任意 距 风 实则 ,5&0 = 民 , 邯 末 Borel 可 测 映 像 必 
是 解析 地 可 表现 的 

广 。 狼 和 铝 话 说 ， 在 任意 距离 空间 已 上 ，Borel 可 测 画 数 的 对 休 和 二 
Baire 各 类 醒 数 的 至 苯 是 相同 的 . 

请. 上 由 定 闵 工 征 例 已 知 上 中 消 集 的 转 伍 男 数 是 解析 地 可 喜 现 的 ， 
注意 Borel 集 万 是 满足 下 划 休 件 的 最 小 集 族 中 中 的 集 :12 半 集 在 
3 中 ;2° NX EB> ON EB: TX, (3—> ,£3 又 因 


hl 


XY = Lo ox XNAY: = XY XX,, 


Xnx, 一 limx, = lim I Xx 


社 驰 芝 a RD 二 


而 解析 地 可 表现 的 画 数 族 对 苓 业 法 也 起 封 央 的， 和 从 而 可 知 任意 Borel 
集 的 特 微 本数 必 是 解析 地 可 表现 的 ， 仿 悦 了 是 任意 Borel 可 测 丽 数 ， 
央 是 合 
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Pw) ) = min( max(f GC， 
六 是 有 界 Borel 订 洲 丽 数 , 因 篇 沸 礁 4c 证 ， 
max(f ew), WH) EASPIEANG-00, HH), 
道 蛙 了 一 lim 六 ,从 而 只 须 考 察 刊 界 Borel 可 测 酌 数 了 的 情形 . 
总 [FT ACTE 吾 )， 取 E- 开门 的 分 制 一 A = 加 
之 an = 六 ,使 


Ht 一 EO “一 1), 
委 是 天 = |inl 是 Borel 入 ,证 
FEY 一 > cixi (2) < (EE), 


符 而 了 还 和 解 泊 册 可 其 下 的 ， 

定 蒜 3， 天 站 由 的 元 了 时 从 具 有 麻 浅 Baire 性 人 路 的 ， 是 指 存在 召 . 
中 一 个 和 荣 - 一 闲 侍 也 , 伍 工作 五 疏 盖 下 是 速 炉 的 ， 

广 . Kuratowski 原 稳 省 稳 映像 吉 -过 和 糯 的 ， 而 中 定 芒 ea- 尘 
糖 映像 军政 不 证 稀 业 第 忠和 一 鲍 革 的 映 你 ， 题 然 .a 过 乱 性 覆 庆 只 这 
种 性 ,但 诈 命 且 涉 成 并 ， 

向 说 己 一 和 一 侧 xe 些 有 惠 数 集 外 的 特征 本 数 ， 朵 外 任 五 
下 是 第 一 策 集 ， 而 在 芝 让 上 X00) 一 0, 所 以 是 在 玉昌 上 油 车 
多 . 即 xe :二 - 连 粳 的 ， 红 个 xei2) 在 每 一 占 下 巡 坷 ,前 怒 府 稀 不 是 党 
一 粒 集 ,x 趟 是 2- 过 和 苇 的 . 

定 茂 4。 研 中 的 元 六 呈 做 具有 多半 Baire 性 质 的 ,是 指 对 秀 已 中 
每 帼 不 补 完 从 也 , 必 存 在 一 候 相 半 愉 六 是 第 一 移 的 集 B, 使 了 限制 住地 
空间 了 入 8B 上 是 加 粮 映 像 . 

定理 3 特工 /是 其 有 狭 闵 Baire 性 慎 的 , 必须 且 只 统 某 失 症 中 
任意 集 二 ,在 在 一 个 相对 冷 开 是 每 一 确 的 集 8B, 例 上 上限 荐 企 鼠 \ BE 上 

' 莹 充分 性 不 待 媳 ， 篇 了 霜 朋 必要 性 ; 先 福音 集 互 的 雪 包 豆 . 可 以 

表示 威 豆 = PUC, 和 过 训 是 完全 ,0 是 获 括 焦 ， 焦 本 定理 的 条 伺 :, 族 
在 一 个 祖 圣 钛 已 是 第 一 秽 的 集 ( 和 从 让 相对 认 豆 更 是 第 一 狗 的 ) B;， 室 f 


第 六 章 描述 集 葵 大 审  。 233 
限制 在 PN B; .上 是 这 荐 的， 於是 半 误 轧 , 中 每 个 并 集 4， 
HANCPNB) = (KAINP) ND, 
是 PN BB, 中 的 开 集 , 即 存在 开 集 OcEB, 使 
(fC NP NB ~ (ONP) NB,. 
但 阳 集 的 粮 集 是 琉 的 ,所 以 | 
P、P = PNCP- PNCP = fr(P) 
是 芯 集 ,全 立 (PE) UB = Bs, 那 末 
HAINPINB- (ONBP)N\B,- 0O\B, 
去 误 0; = ONn 户 是 开 集 ， 又 太 4) nC 弃 是 散播 集 C 的 子 集 ， 电 是 散 
播 集 ,所 以 瑚 4)mnC ~ GU Bs, 洽 寞 G 是 开 集 , BB, 是 琶 集 ， 认 是 
KAIN HNBU BD)) = [F(A) NPIN(BNB)IY 
UIAHA) NC N (BU BB)] = 
= [ON\ (BaUB)]U[G (BU B)] = 
= [OUG) ~ {BU B,)]1 
是 五 《有 囊 UB) 中 的 天 和 集 ,和 突 而 更 是 靖 和 (BU Bs) 中 的 开 集 。 但 
如 三 PUB = fr(P)U BU Bs 是 第 一 辆 集 ， 而 了 在 豆 \、、 吾 上 连 帮 ， 
从而 在 互 \\ 刁 上 连 奈 。 侠 完 ， 
， 科 . 具有 狭 闵 Baire 性 摘 的 映像 必 具 有 广 六 Baire 性 质 . 
诈 。 只 须 在 定名 3 中 取 妃 = 已 
定理 4、 和 塌 了 距 雇 空间 互 中 的 集 4 是 具有 广义 (狭义 ) Baire 性 质 
的 ,必须 且 只 须 它 的 特 徽 画 数 x4 是 具有 广义 ( 狭 装 ) Baire 性 质 的 . 
座 。1) 因 
ya( 的 ) = $B, Ka {0, 1)) = EB, XA({0}) = BA, 
xa( {1}) = 4， 
所 以 ,如 果 4 具有 广 闵 Baire 性 质 , 媚 \、 4 也 具 广 闵 Baire 性 质 , 和 从 
而 存在 第 一 策 集 已, 使 4\B 和 与 (BN A)、B 在 NB 中 是 天 集 
(82 定理 2;3)), 即 x4 在 如 NB 上 是 这 业 的 。 认 是 x4 具有 广 闵 Ba- 


234 六 抽 和 窒 后 构 前 
ire 性 质 ， 反 之 , 设 za 具有 广 闵 Baire 性 次 , 那 未 存在 第 一 网 储 B, 使 
Xa 在 五 \\ 召 上 是 速 蒜 的 ,从 条 
xa{O NENB) = (EN AINB 


下 

、 XI NC(EN Be ANB 
都 是 吾 B 中 的 团 集 , 即 4、 玉 BB 在 如 8B 中 是 斌 并且 也 的 ， 从 而 灸 
#2 定理 2, 女 是 上 共有 网 闵 Baire 性 秆 的 . 

2) 篇 了 xa 具有 狭义 Baire 性 质 , 必 须 上 是 只 须 圣 於 为 中 每 个 不 空 
完 集 卫 , xz4 限制 在 已 上 是 具有 广 闵 Baire 性 质 的 ， 而 恢 1) 必须 且 只 
须 对 於 电 中 每 个 不 空 完 集 P, 4 mn 已 在 已 中 是 具有 广 闵 Baire 性 质 
的 . 恢 $2 定理 4, 必须 且 只 须 4 具 有 狂 闵 Baire 性 质 ， 

定理 4， 第 一 类 解析 地 可 者 现 的 映像 必 是 a- 连 各 的 , 换 句 话 襄 , 设 
fn EE# 是 到 炉 映像 ， 而 了 = lim 六 ， 邯 末了 的 间断 点 所 粗 成 的 集 吕 在 
瑟 中 是 第 一 移 的 . 

证 .全 (7) 表示 站 在 * 嵩 处 的 “所 幅 *”: 

o(z) inf (FU)), 
这 亮 34 到 ) 表示 集 苇 的 直径 ， 而 机 《z) 表 示 点 在 如 中 的 痢 城 粗 ， 命 
#7> 0， 
五 (8) = {XX EE,wtr) Se), 
革 未 
D= U E (二 )， 


从 而 只 须 体 对 蕉 每 个 > 0，B(s) 是 第 一 网 集合 
A n= {ledn(n), f(r)) < 
= 门 hem rl ) < 


mk 


因 王 斌 p(X, ) 是 ,9 的 连 炽 图 数 , 而 fi 是 连 种 上 映像, 可知 44,m 是 于 
集 , 和 从 而 4 也 基 闭 集 。 才 是 Fr(da) 是 巩 集 ， 因 六 是 收 促 的 ,所 过 
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= lJ 过 六 
二 1 


即 
五 (E) = | (Ele)N A ), 


上 三 1 
只 须 区 上 朋 E(e)N A CFr(eAi)R Ee )N A = $, 就 可 知道 (se)n 
na 是 巩 集 ， 从 而 过 (s) 是 第 一 移 集 . 
事 窗 上 , 设 x& 4, 斌 是 连 粮 的 , 必 存 在 戎 柴 G, 使 


xEGCcAcCAL 而 3(f(G)) < 一 二 ， 


这 是 由 取 G, 使 了 6 G 一 > 2( 庆 (2)， 记 (人 ) < 二 而 推出 . 侣 人 ,av 
€ 如 ,指示 
(站 人 F(X) Eo pAETY, FF) 区 


s 
和， 
pfr( a), frr)) 所 证， 
从 而 

PN), fr) SE, Wm oHG) <e. 


道 正 是 这 o(z) 之 6, 从 而 + 《如 (s)、 悦 完 . 
定理 5， 设 《BF 是 具有 广义 ( 狭 闵 ) Baire 性 质 的 映像 ， 而 
lim 户 = 地 那 末 了 是 具有 情义 ( 狭 闵 ) Baire 性 质 的 ， 
证. 1) 设 志 是 具有 府 闵 Baire 性 质 的 . 依 定 闵 , 存 在 第 一 网 集 
B,, 使 有 在 瑟 、B, 上 是 连 精 的 全 B= 【| B,, B 也 是 第 一 网 集 ; 
| 
从 而 有 一 相对 於 台 BB 是 第 一 次 的 集 昌 ,使 在 (BU) 上 是 


连 炉 的 .但 五 相 半 认 互 更 是 第 一 独 的 ,从 而 BU 在 电 中 是 第 一 桨 集 . 
礁 是 了 是 具有 广 闵 Baire 性 质 的 ， 
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2) 天 办 狭义 Baire 性 质 的 郝 分 ， 探 用 "相对 拓 抽 结构 "就 可 以 与 
了 后 襟 地 尽 出 。 

柔 ， 和 解析 地 可 表现 的 映像 必 有 具有 狼 床 Baire 和 性质， 

证 ,人 灸 定理 5, 具有 狭义 Baire 性 质 的 映像 在 EE 中 组 成 财 族 . 
过 佰 闭 族 包 含 一 切 束 炉 映 像 ， 和 从 列 也 包含 由 巡 芒 两 像 所 产生 的 最 小 阳 
族 , 即 包含 一 切 解 析 地 可 表现 的 映像 。 


顷 於 Baire 性 质 和 与 属於 度量 性 质 的 可 测 性 的 比较 的 研究 ， 近 4 水 
受到 注意 。 请 参看 杨 宗 禹 著 , 天 套 贝 同性 监 的 规 点 注意 [, 数 尝 学 荫 ， 
6(1956), 83 一 90; II, 数 香 学 报 , 3(1958), 95 一 101， 双 请 从 看 107- 
KHB, A. B., O B38 站 MOOTHOIITeHHH MERAY eckpHNnTHBHOR HSMe- 
PHMOCTEIO, AGCOAIOTHOF I3MEPHMOCTEIO 11 CBONcTaOM Bspa, Ma- 
TEM. C6., 41(1957), 38—6, 及 Marcus, S.,, Contributii la 0 an- 
alizo u functiilor reale bazati pe notiunta de eategorie in sen- 
sul dui Baire, Studii ye Cerce. Mat., 7{1956), 251—272. 
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$1. 办 上 的 拓 接 硅 构 


下 面 考察 的 全 ,一 般 是 楷 不 必 变 换 的 ,站 表示 成 碰 法 于， 

定 闵 1、 奉 GG 上 的 拓 搂 精 灾 呀 做 与 它 的 侍 竺 构 符 合 , 是 指 

1° 由 Gx 如 到 中 的 喘 像 (X, ) 一 2 ，¥ 是 连 粳 的 ; 

2 由 GG 到 GG 中 的 映像 x 一 7! 是 连 粳 肉 ， 

当 千 如 上 有 一 熏 量 和 车 权 相符 合 的 拓 搂 千 机 时 , G 叫做 拓 搂 你， 

局 1 数 直 线 扣 的 折 灾 千 粳 是 车 它 的 加 本 烙 构 相符 合 的 ， 和 从 和 硬是 
拓 炎 区 ， 

放 2， 任意 登 上 的 获 拓 搂 千 构 必 奥 它 的 全 秸 屋 符 合 ， 填 种 拓 接 全 
是 做 散人 芋 、 - 

人 和合 3. 任意 全 上 的 最 粗 折 搂 车 榴 必 奥 它 的 量 和 车 糖 相符 合 ， 

定理 1。 说 华 避 上 有 一 邱 拉 辕 裤 , 篇 了 G 蚌 拓 杰 全 ,必须 且 只 须 下 
列 休 件 洲 足 ; 由 x 和 到 人 中 的 肌 像 (fr 切 一 XY! 是 连 种 的 . 

证 ， 设 争 表 示 由 GG x 如 到 如 中 的 映像 (XY, 9) 一 者 业 表示 由 
x 到 Gx 8G 中 的 映像 (X77) 一 (xX, 1 那 末 映像 (XY 3) -3 
可 以 表示 成 9? 由 ,从 而 党 争 , 4 是 过 炉 时 ,9 中 也 连 炉 。 而 由 镶 空 钊 的 
定义 ,党 了 火 连 炉 , 必 须 量 只 须 8 一 扩 ! 是 过 炉 的 。 反之, 设 。 表示 敬 
人 的 主 覃 位 元 , 那 来 由 定理 的 人 条件 可 知 Y 一 (1e, 切 一 8 三 坟 ! 过 炳 ， 
而 由 此 ,(2， 2 人 (2 2) 一 2071 三 wy 是 连 秆 的 。 证 完 . 

在 本 搂 蔡 GG 中, 圣 共 任意 固定 元 4, 由 a(xX) = ax 决定 的 映像 ge 
是 由 如 到 侣 上 的 连 种 映像 , 它 的 道 映像 是 9 -, 从 而 是 一 对 一 的 , 菲 且 
Ps。 一 9,1 也 是 连 秆 的 ， 这 襄 明 8。 是 由 G 到 G 上 的 同 肚 ; 证 个 同 目 叫 
做 左 和 平移 ， 同 理 , 由 如 到 如 上 的 映像 半 -> we 时 做 右 平 移 ; 半 也 是 同 肛 . 
同 理 x 一 2 是 由 如 到 马上 的 同 肚 .。 由 此 , 如 果 44 是 如 中 一 个 开 集 或 
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肝 集 ,wa :4A 三 forreA}l,A.0 二 {rrreAd}, A 二 17 rE A! 
都 相应 地 各 是 开 集 或 阴 集 .如果 4 是 表 集 , BB 是 任意 集 , 集 
AB 三 (0. blat A, bEB}=\)A4.5 轩 BA 


beter 
也 都 是 并 和 集 ， 注意 , 4B 是 G 中 的 集 , 熏 GG x GG 中 的 子 集 4 x 8B 三 
三 {(&, 0)|at 4,06 8} 完全 不 同 . 
注意 ,如 果 4, 呈 部 是 于 集 , 4B 未必 是 阴 集 . 
鲍 ， ee x 及 中 ,全 


4= [eolz > HR 0<y<1 一 一 站 
几 十 工 


B= {(7,0)k eR}, 


i 


和 


mA 
有 a 
-和 AAA 区 An 


2 
2 


六 


那 末 和 4，B 都 县 团 比 ,但 4 二 了 = faz3)10 和 所 二 ,从 而 碍 非 
忆 x 此 中 的 并 集 ， 

拓 朱 全 中 各 点 的 券 域 彼 此 有 窗 切 的 岗 杀 ， 实 际 上 ,如 果 办 三 3(e) 
基 主 单位 元 e 的 完全 痢 域 租 , 那 来 ,由 喜 2 ~ ax 惧 + 一 za 都 是 由 如 到 
GG 上 的 同 胚 ,feV IV 《名 } 奥 {Va|V《 加} 就 是 点 a 的 完全 痢 域 租 ， 和 从 而 
3 就 完全 能 确定 拓 摘 拿 的 拓 炎 和 烙 构 ， 现 在 坛 求 曙 的 特征 。 首先 , 它 是 
G 中 子 集 所 租 成 的 一 个 深 淫 。 由 蕉 (x, 9) 一 22 在 点 感 的 连 镇 性 , 闭 
蕉 6 . & =。 的 性 党 剖 域 UB, 必 存 在 8 的 郑 域 ,使 VVcUD. 
242 是 同 及 ,半截 e 的 任意 潮 城 UE SB, 必 存 在 YVES, 使 Vn1icUD， 
即 VcUT, 从 而 UT1€ 对 ，e@ ED 革 每 帆 EV 成立， 双 因 一 azar 
也 是 由 他 和 到 好 上 上 的 同年 ,所 以 了 65 一 > ayoE 和 。 这 坟 个 性 汇 恰 恰 
构成 拓 朱 和 苔 中 主音 位 元 e 的 完 色 部 域 粗 所 必须 潇 足 的 休 件 . 

定理 2， 设 G 是 从 , 篇 了 潜 透 和 构成 某 个 奥 G 的 储 灶 构 符 合 的 扼 
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搂 知 构 中 点 。 的 完 至 痢 域 组 ,必须 且 只 须 吕 满足 下 列 四 个 休 件 : 

1° UEB——>IV EBV, FV. VcU: 

2° UEB—>Une®,, 

go VEW—>e EV, 

4° VEVB, o>aT oa. 
党 让 四 个 休 御 满足 蛙 , 恰 存在 一 个 生 的 对 千 机 相符 合 的 拓 朱 圭 权 ,使 
党 如 上 有 赋 以 和 个 拓 搂 车 构 而 成 篇 拓 抽 每 时 , 吕 怡 是 G 中 主 单 位 元 e 的 
完全 郑 域 粗 , 而 1a:VIVEB) = {VajV& 加 } 是 GG 中 元 6 的 完全 郑 域 
如， 

表 ， 必要 性 已 灵 在 上 面 谤 了 明了。 如 果 已 十 明 攻 是 皖 某 拓 搂 钻机 
殖 中 元 6 的 完全 半 域 租 ， 那 末 ta .VE& 8} 就 是 点 a 的 完全 潮 域 硼 ， 
从 而 所 缠 的 拓 抄 车 构 由 下 一 意 决 定 ， 现 在 只 须 址 明 {e.『|TE 侍 } 隐 是 
人 G 上 某 拓 搓 车 构 中 喝 a 的 完全 畦 城 韦 ， 得 且 浊 个 折 所 千 构 熏 G 的 硬结 
三 相符 . 

用 3” 知 wE& FFE<) 而 由 误 备 是 让 延 , lw :VFIV EG) 也 是 
沪 咎 ,和 丛 而 需 了 苯 明 3 满足 痢 域 家 四 个 公理 ,只 须 梧 朋 CY《 (6) 一 > 
一 3 EB, 使 XYEaW 一 aV 《VIZ)， 理 实 上 , 按 1° 取 人 煞 &&B, 合 
W.WcorvV. 设 XEn.W, 再 示 2.WerW. Weca-.V, a. 
.VEWCR), : 

现在 侠 明 由 要 决 定 的 拓 9 拉 千 构 使 (x , 3) 一 xy"1! 连 业 。 设 4,bE 
< 避 ， 我 们 要 慎 表 对 雁 任 意 口 EE 3, 存在 印 &ES, 使 Ww E04: 到, yb， 
> xy G5TU, 但 如 果 zX Ea y€ 6bW, 必 存 在 wb EH， 
使 让 一 gu, 9 = 0 从 而 2 六 = oO- 而 篇 了 使 x (0b~DU， 
必须 能 使 topmep-D7 , 即 Weor-6EBprDBp 党 此 , 因 按 4°, 5-1Ub&€ 3， 
所 以 , 可 按 1° 取 VV, 使 Vcb-0b, 再 按 2°, 合 邢 = VNV-1( 所 以 
Wy 各), 杖 是 


uw EW pW EV .Vob Ub. 
羡 完 


诗 . 1) 人 条件 1", 2? 等 价 艾 下列 人 条件: 


240 折 把 室 间 本 和 蒋 
UeB—>V EW, 7 .VcU, 
算 际 上 ,在 上 定理 的 诅 明 过 程 中 已 证 肪 耳 点 。 今 答 略 ， ， 

2) 在 实用 中 往往 只 须 决 定 e 的 基本 痢 域 租 ， 和 而 不 需要 完全 半 域 
和 粗 。 篇 此 ,我 们 提出 e 的 基本 妆 域 烛 的 特 微 ; 它 是 一 个 浴 透 其, 广 足 下 
列 条 件 : | 
”1° UESB—>IV tv,V .VeU; 

2° DEB—>A3VEYV, V-cU, 

38° VEB—>e EV, 

4° oo, UB=—>I3V EB, 和合 VcaUel, 

3) 拓 杰 人 草 中 集中 叫做 名称 的 ,是 指 了 = 下 一 ，e 的 对 称 洗 域 灯 成 
基本 畦 域 租 . 实 队 上, 焦 定理 2 的 23°, 0 《3 一 Une 3, 欠 而 TF 圭 U NN 
NU 是 骆 称 淹 域 ,HVYcU. 

4) 对 礁 构 成 交 攀 全 的 任意 集 玉 , aVaT! = 了 下, 从 而 定理 2 的 人 条件 
4* 是 不 足 道 的 ， 

定理 3， 锡 了 拓 搁 人生 G 是 (Ts) 型 空间 , 必须 且 只 须 埋 元 集 {e] 是 责 
的 ， 

表 。 计 意味 着 : 镶 了 拓 拉 华 是 (7,) 型 的 ,必须 且 只 秆 它 是 (T,) 型 的 ， 
困 乱 如 {e} 是 于 的 ,对 任意 ae ,fa 是 于 的 ， 

必 村 性 是 显然 的 ， 反 之 . 设 {1e} 是 闭 集 。，GxG 中 对 角 鞠 集 妃 态 是 
G 中 秆 {e} 按 过 入 玄 像 (z， 3) 一 2g 的 原 像 , 从 而 是 阴 的 ， 依 第 一 章 
的 车 果 ,G 是 (72) 型 的 。 

柔 . 入 了 折 抽 对 如 是 (7) 型 的 ,必须 虽 只 须 

Y= 1e), {1) 
Vew 

证 。 必要 性 不 待 妨 。 哉 定 更 的 休 件 成 立 , 今 辟 {e} 是 到 集 ， 发 
TE, 存在 Vt, 使 $3271, 和 欠 而 ek&zF, 即 2 的 团 域 27 三 1ej 不 
相 变 。 所 以 {8} 是 并 的 . 

广 。 更 进一步 ,可 以 录 明 ,如 拓 朱 区 6G 是 (T0) 型 空间 , 它 屎 是 (2) 型 
的 。 实际 上 ,如 果 避 基 { 了 ,) 型 的 ， 那 末 潼 苓 尾 窟 一 点 人 天 e, 或 e 有 一 
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涛 城下 不 合 , 或 有 一 痢 域 x 了 了,，(V 《名 ), 使 XY 妨 Be。 妇 果 是 德 着 , 必 , 
然 X%&ETVT?, FE 和 ,从 而 拓 葵 如 何 ,(1) 上 成立; 於是 G 是 (To) 型 的 . 

知 。 非 (To0) 曹 的 邱 搂 全 的 例 是 很 容易 呀 的 , 例如 赋 以 最 粗 拓 拉 千 
权 的 任意 雁 。 双 如 设 午 避 有 一 竺 正规 子 估 和 N( 即 18} 和 里 入 朱 人 如 ) ,而 取 
iN} 《HHN 个 集 租 成 的 集 族 ) 作 篇 。 的 背 域 漆 透 基 , 闭 示 定理 2 下 广 2 
中 的 条 件 1°,2°, 3?, 4? 都 对 UD = 下 成 立 , 因 沪 和 壮 些 性 质 怡 是 正规 二 
好 的 性 里. 做 是 G 戌 需 非 (T,) 型 的 拓 撑 侍 。 

定 攻 2. 由 拓 灾 春 G 到 拓 杰 仁 G 上 的 峡 像 叫做 同 机 ,是 指 

1 是 代数 司 档 , 即 名 是 一 潮 一 上 映像， 目 Pf2V) = P(r) :gg(y) 
对 任意 x,yEG 碟 并 ; , 

2° 有 是 同 肽 , 即 光 剑 9 都 是 连 灶 的， 

拓 搂 又 恕 , 叫做 同 构 ,是 指 存在 由 到 G 上 的 同 构 映像 ， 

广 。 由 前 所 述 骏 论 中 的 知 融 可知 4xza7!( 三 aa( 2)) 是 由 如 到 
自己 之 上 的 同 稳 , 依 革 论 的 用 语 , 近 种 同 构 叫做 内 自 同 稳 ，。 一 般 , 上 拓 
把 便 到 它 自 己 之 上 的 同 构 叫 做 自 同 构 . 

人 说， 一 切 杆 数 至 体 粗 成 一 个 拓 拉 各 华 ， 这 右 的 拓 搂 精 构 是 指 玉 常 
复数 平面 (不 包括 无 圳 这 点 ) 的 拓 搂 粘 构 ， 发 5 表示 复数 的 共 迪 揽 
台 , 那 未 “一 五 是 自 同 构 。 过 个 自 间 权 颖 然 不 是 内 自己 构 , 因 起 交换 全 
的 唯一 内 自问 构 必 是 不 楼 映像 . 

定 著 3. 设 G 是 拓 搂 侍 ， 华 G 的 子 登 吾 , 赋 以 相对 拓 换 车 构 ， 即 
把 五 看 成 拓 栅 空 疗 妇 的 子 空 居 ,叫做 如 的 拓 反 子 玖 。 

雯 。 拓 搂 于 对 是 拓 搂 他， 互 中 e 的 完全 部 域 粗 芒 是 

By {VNBHIV ESB}, 
号 是 避 中 6 的 完全 券 域 宜 ， 事宜 上 , 定理 2 的 人 条件 1°, 2*, 3°,4°? 孝 
不 次 验 朋 ， 

定理 4， 拓 朱 开 G 中 的 子 估 互 的 阴 包 咏 仍 是 的 子 奉 ， 如 蝶 殖 
是 正规 子 殖 , 届 出 是 正规 的 . 

证 ， 座 4,8€ 且 ， 因 (3, xz 是 由 @Gx 到 6 中 的 连 镇 映 
像 , 所 以 它 也 是 由 五 x 五 到 寺中 的 连 业 映像, 代 和 而 岂 把 吾 x 吾 在 Gx 
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x 如 中 的 于 和 包 , 即 豆 x 豆 , 映 列 吾 中 ,间作 明 吾 是 子 舍 . 如 果 吾 是 
正规 子 蔡 ,五 在 同 虑 喘 像 一 axa"! 之 下 不 粮 , 稀 而 吾 也 不 炮 , 即 豆 是 
正规 的 。 

诗 ，, 特别 ， 侍 元 集 !e}) 的 并 包 和 NW 是 菠 规 子 华 , 而 壤 了 NN = {8), 必 
须 且 只 须 上 是 {Ts) 型 的 . 

定理 5.。 篇 了 子 共 互 是 闭 的 ,必须 且 只 须 存 在 开 柴 加, 使 

UNH= UNBS. 

谣 ， 充 分 性 。 设 定理 中 条件 成 立 ; 设 0E 瑟 , CE UNH, 稚 是 2VE 

EB, 使 VcU， 斌 然 &EHH,3586€ 昌 ,使 bt&Va, 那 ba-1EV， 由 此 


cbaniE ey CU, 而 因 (', b,c€ 了 8, 可知 cba™1EUNH=UNH. 即 
cbaT1E 日 。 但 cb8E 有 ,所 以 a 日， 症 音 叶 着 吾 忆 吾 , 邵 瑟 是 所 的 . 
必 ' 查 性 不 待 攻 . 


秒 . 如 子 量 互 丰 是 于 的 , 豆 n CH 必 在 豆 中 移 ， 

证 。 如 果 豆 NCH 在 吾 中 不 稠 ， 必 有 一 肛 集 U, 使 UNH= 5%， 
而 

(HNCH)NUNE = $9, 
即 DUN 及 ~ UNHNCCHUH) -UNHNH -UNnH. 估 定 理 5, 斑 
是 阴 的 。 证 完 ， 

定理 6。 坊 了 子 双 瓦 是 开 的 ,必须 目 只 须 它 有 一 个 内 点 ， 铺子 草 
忆 也 是 肛 的 . 

证 。 设 ae 五 , 必 存 在 VE 3, 使 4V c 旦 , 对 从 任意 2 日 , 由 於 玉 
是 子 醒 ,zF = (xze-0 .aV cH, 从 证 x 《及 , 即 瑟 < 六 ,已 是 天 焦 ， 妇 
果 互 是 需 子 天 , 那 栗 

CH= (xH 
E32 
是 开 集 的 儒 ,从 而 是 开 的 ,其 是 瑟 是 并 集 . 

定理 7 如 和 通 拿 由 它 的 主 蚜 位 元 的 任意 轩 域 生 戌 ， 即 它 是 包含 得 
个 送 域 的 最 小 子午. 

证 . 巩 了 6 下 插 妨 设 了 二 V1! 樵 是 由 玉生 成 的 于 于 有 昌 就 是 仿 
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的 最 小 子午 , 它 = 【VV", 得 : 
二]1 


VY {rr XE Fl Ei}, 
因 乱 cH, 所 以 6 及, 从 而 依 定理 6, 互 是 开 的 ,站 和 且 也 是 并 的 。 五 
既是 既 开 且 阴 和 集 , 它 必 包 售 6 的 堪 通 分 、 如 日:G 是 固 通 的 ,必然 他 C 瑟 ， 
如 CC= 瑟 . 荡 完 ， 

定理 8。 在 拓 杰 蚤 他 中 ,主音 位 元 的 尖 通 分 尼 是 于 正规 子 售 .站 且 
任意 黏 x 的 连通 分 等 让 > .下 = 百 .rz， 

厢 . 招 &E 站 ,or-I 玉 是 含 e 的 连通 集 , 从 而 0-!KCK, K-11KCK, 
淤 明 也是 G 的 子 莹 ， 因 * 玫 2z 一 仿 是 含 。 的 连通 集 ,从 而 *KExzC 丘 ， 
即 玉 基 正 规 子 天。 连通 分 是 阴 集 , 齐 是 已 知 的 (第 一 章 )。 对 於 任意 
ES, 因 X 一 02z 挫 2 一 xa 是 同 胚 ， 所 以 4K 与 Kw 是 含 & 的 最 :大 束 
通 集 ,从 而 它们 都 是 合 a 的 连通 分 ， 

定理 9， 谤 五 篇 拓 朱 全 G 中 的 笛子 全 ,又 设 下 是 电 的 正规 子 傣 , 划 
玉 的 明 包 芷 是 G 的 一 个 正规 子 葵 . 

荐 ,映像 (2,2) -> zzz 在 G x GG 中 巡 剖 ,而 这 映像 把 及 x 下 映 
到 KK 是 这 炽 的 ; 所 以 它 把 G x 素 = 司 x 玉 映 到 民 也 是 连 缠 的 (此 第 
一 章 定理 ). 

定理 10， 设 扎 埠 拓 搂 熏 G 中 的 称 于 全 ,又 谱 互 是 由 瑟 中 单位 元 素 
的 任 一 痢 城 所 生成 , 央 侣 也 是 由 中 单位 元 索 的 任 一 泌 域 所 生成 . 

证 ， 囊 衫 上 ， 设 VE Bite) 是 6 的 任 一 对称 部 域 , YN 日 是 互 中 尘 
位 元 崇 的 一 个 痢 域 ,出 它 生成 吾 , 所 以 ,TV 生成 包含 也 的 一 个 子 车 HH'， 
但 五 ' 是 读 央 旦 于 的 (定理 6) , 故 阴 包 吾 = G. 

设 玉 是 拓 杰 全 G 的 正规 子 生 ,按照 等 价 关 傈 吾 : + 三 y ( 互 ) 二 > 
< Yr"1E 及 , 商 空 间 G/ 昌 同时 是 一 个 点 (原来 对 按 瑟 
的 商 和 村)， 现 在 考察 G/H .上 的 商 空 全 和 辕 构 与 商 全 千 构 是 天 符合 ， 

定理 11， 由 GG 到 如 ijH 上 的 典 能 映像 2: P(X) = (人 光 表 旭 / 蝇 中 
人 镶 2 的 剩余 类 ) 是 开 缺 像 , 即 把 G 中 开 集 映 成 G/E 中 的 开化 ， 

八 。 我 们 知道 , 种 了 丛 明 wp(4) 是 @G/ 吾 中 的 开 集 , 只 须 笨 明 
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9 (9(4)) 是 开 集 (第 一 章 $ 3, 定义 5 下 的 广 )， 但 如 果 妇 是 G 中 于 集 ， 
PP(A)) ~ AH = () 4z 


并 二 二 

是 并 集 的 属 ,从 而 仍 是 开 集 . 

又。 如 果 外 是 拓 摸 琶 G 中 主音 位 元 的 一 个 基本 郑 域 组 ， 坟 末 
{9(V)VE 名) 是 G/ 昌 中 主 单位 元 的 一 个 基本 郑 城 组 ， 

座 。 由 定理 可 知 了 6 他 一 > 9(V) 是 GI 及 中 主 昌 位 元 的 关 域 . 
员 VL《 8(9(e))( 在 G/H 中 )， 由 於是 连 粹 的 , P(V1) 是 的 痢 着 ， 
从 而 37 《3, 使 FcPBOV), 即 9(V)CV， 杀 明了 {9(TV)} 是 基本 郑 
域 组 ， 

定理 12， 设 五 是 拓 撞 侍 G 的 子 邓 ， 那 术 上 授 CG/ 呈 上 的 商丘 捷 精 
楼 奥 商 便 桔 构 相符 合 ,从 而 G/ 互 是 拓 杰 春 ， 篇 了 G/H 是 (To) 弄 的 , 必 
央 生 内 须 吾 是 台中 团子 擎 . 

之 。 由 厅 等 价 关 保 , x-W 《五 < 这 + 三 y( 五 ) 是 开 的 ( 即 4 并,B 
于 一 > 4-1B 央 ), 据 朱 空 六 (GJH)x(GJH) 和 与 (G x G)/(H x 日 ; 同 
胰 ". 篇 阿 明 G/ 刀 是 折 反 理 , 只 须 征明 (2， 2 一 4 是 速生 的 ,而 
由 藕 上述 的 网 豚 以 及 贵 条 映像 的 特 素 , 只 须 促 (2, 切 -> 二 扩 :是 由 GxG 
、 到 6G/ 万 中 的 媚 生 映像 ， 我 们 可 以 把 近 个 映像 看 作 是 由 映像 (2, Y) -> 
-> 2 由 Gx G 到 G6) 与 映像 + 一 攻 ( 在 道 映像 下 ,(Xy-) = ty 
的 受 合 ,而 过 两 个 映像 确 是 束 炉 的 . 

设 G/H 是 (7) 型 的 ， 它 的 主 晶 位 元 钥 成 的 单元 集 是 于 的 ， 从 前 
日 = 9({6)) 是 阴 集 ， 反之 , 设 百 是 关 集 ,C= {(z, jz, YE G, oa 
&《 瑟 | 万 是 集 五 按 上 映像 1a， 3) 一 22 的 原 像 ,和 从 击 C 是 G x G 中 的 于 


EE ££ Fi hr 一 和 rr = 
i) 吾 ST SA), ya), 


(z={w, 委 )) .由 $e 到 总 x 志 上 交 一 对 -一 映 像 是 涵 千 的 , 因 塌 产 连 轩 。 人 并 ， 
后 夫妇 等 价 央 保 (如 产 , 9 吉 是 开 映 像 }, 靳 末 儿 是 同 肥 ,所 以 只 须 囊 及 是 并 暴 像 ， 沪 
此 ;只 仁政 吕 = 和 4 x 肤 的 并 柴 “4 己 志 ,BC 痢 是 开 集 ,但 ACAXB)=f#(AI X 
xg(B》， 所 太 需 并， 


第 七 章 本 搂 区 245 


集 . 恢 第 一 章 的 桔 果 , G/ 且 是 (To) 型 的 . 

如 果 避 不 是 (Ts) 漠 的 ,16} 的 于 包 N 是 一 个 阴 正 规 子 合 , 从 而 G/N 
是 (T) 型 的 ,叫做 筑 G 相 件 的 (T.) 型 零 . 

定理 13， 疏 互 是 拓 搂 有 G 的 开 正 规 子 车 , 那 未 商 王 G/ 吾 是 散 的 . 

座 ， 对 每 个 zEC,z 玉 是 开 集 , 绯 旦 按 等 便 关 保 +-'y 《HH 是 侈 和 
的 ， 所 以 它 在 典范 映像 下 的 像 {2} 是 G/H 中 的 并 入 ,从 而 G/ 瑟 是 征 空 
章 . 

注意 ， 由 好 G 到 好 G: 上 的 表现 是 指 由 @ 到 人 中 的 映像 P?, 使 
Pp) 一 六 (0 一 对 一 的 慌 现 力 是 同 构 ( 表 更 理 思 做 同 郁 ). 

定理 14， 需 了 由 拓 拉 淮 GG 到 拓 朱 全 G 中 的 表现 9 是 连 蒜 的 ， 必 
须 且 只 须 它 在 贴 。 处 汪 炳 . 

座 。 必 要 性 不 待 酉 . 反 之 , 设 p 在 。 不 连 灶 ; 设 六 是 G 中 主 沁 位 
元 @ 的 郑 城 , p(T 三 必 且 8 的 部 城关 众人 EG, P(XV)=p(2)*: 
PV)Cp(2)T,, 从 而 2 在 ?处 也 连 炉 ， 丛 完 ， ， 

屋 龟 是 由 拓 失 本 G 到 拓 搂 擎 G: 中 的 连 炉 表现 ， 那 末 妃 三 V(el) 
《el 是 @Gi 中 的 主 旬 位 元 ) 是 G 中 一 个 正规 子 征 ,而 2(G) 是 Gi 的 子 酝 . 
设 fy 表示 由 GG 到 GJ/H 中 的 典范 映像 ， 表示 由 (GD) 到 Gi 中 的 典 生 
上 野 你 { 即 人 中 不 惫 映像 co 在 PtG) 上 的 限制 ) ,天 末 由 

. P= poo fp 

定义 的 映像 区 是 由 局 / 瑟 到 Gi 的 于 车 P8(G). 上 的 一 对 一 映像， 站 儿 邓 
是 表现 , 芷 且 由 fn 的 性 辟 不 崔 看 出 多 是 连 粮 的 . 纪 叫做 件 随 的 一 意 
表现 . 儿 一 般 不 是 同 构 ， 

贸 、 设 忆 是 艇 便 , G; 是 在 G 上 赋 以 一 个 非 散 的 旦 与 全 千 构 相 符合 
的 拓 朱 稿 权 而 得 出 的 拓 朱 全 (例如 晤 类 拓 杰 灶 构 )。 由 G 到 G; 的 不 观 
映像 万 是 由 妇 到 G 上 的 一 对 一 回炉 映像 (证 时 “= i), 但 示 是 双方 
回炉 的 ! 

定 蒜 4 由 折 抽 天 如 到 拓 搂 车 @G 中 的 表现 钊 叫 做 由 如 到 人 中 的 
同 态 ,是 指 上 述 的 伴随 旬 的 一 冰 一 表现 凶 (由 如 /五 到 9(G) 上 ) 是 同 构 
{换血 话 府 , 祈 是 丢 方 巡 糯 的 )， 
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许 。 衣 一 人 条件 比较 区 葵 理 解 , 靓 在 悦 明 一 个 易 礁 理解 的 等 侍 休 件 ， 
然 税 再 各 例 。 注 意 有 些 文献 称 表 更 英 同 能 ,有 丽 称 同 髓 篇 用 同 杷 . 

定理 15， 发 ?是 由 拓 搂 车 如 济 迫 朱 本 Ci 中 的 韦 奈 表现 。 和 篇 了 ? 
是 由 如 到 骆 : 中 的 同 驴 ,必须 及 只 须 下 列 南 杀人 忻 的 任意 一 个 满足 : 

1) 史 把 中 每 个 表 集 映 成 FP( 中 中 的 开 集 ,的 名 话 这 ,FP 是 开 上 映像 ; 

2) 旬 把 仿 中 主 香 位 元 的 每 个 卷 域 映 成 2(C) 中 主 单 位 元 的 痕 
域 ， 

次 。 依 定理 11, 需 了 全 是 瑚 瞻 像 ,必须 上 且 只 须 儿 是 由 如 7/ 豆 到 人 CC) 
中 的 开 映 像 , 关 篇 匀 蕉 局 中 任意 并 扰 , 篇 了 FP(0) = 下 : 旬 - fax(0) 是 天 
集 ,必须 且 只 须 旬 ' 疡 (9) 是 并 集 ; 而 因 fxt0) 是 天 集 ( 定 理 11), 必须 
县 只 须 中 是 开 上 映像， 但 凶 是 一 潮 一 的 ， 所 以 ,必须 且 只 须 名 是 妈 方 连 
车 的 ， 休 件 1) 盘 2) 的 等 便 性 未 待 广 ， 

他。 设 光 表 示 祷 数 集中 的 等 仿 关 傈 : 

TN) 二 ymod 1), 

午 未 由 忌 到 贺 周 长 需 1 的 图 疗 上 的 映像 x 一 ex 是 同 奶 ， 

证 (Ge)eev 是 一 族 谷 , 积 荣 


G= [ec 


| 
是 指 元 族 (zejeevfzeg Co 的 全 体 按照 ™ 
(XY) = (Te) ee EY) 
所 形成 的 生 。 在 积 介 各 中 ,主音 位 元 e 是 
8 = 一 (ecjfee 是 中 的 主 单 位 元 )， 
而 
(we) = (27!)., 

如 果 GG, 都 是 拓 朱 天 ,如 也 可 以 看 成 是 诸 拓 搂 空 间 G, 的 积 空 间 ， 
遭 个 积 拓 搂 粘 构 和 与 积 蚤 的 千 构 相符 合 。 事 洋 上 ,由 如 x 如 到 GG 中 的 映 
像 

(CR) YT (Xa!) 《之 ) 


是 由 (GG. x ee) 到 如 中 的 映像 {{X, Ve) 【Ye2z 1) 期 由 Gx 如 


te 
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到 用 (Gc x G4 中 的 映像 (XO (ae)) -> (zc te)) 的 县 合 , 而 浊 雨 
人 


个 喘 懈 都 是 过 芒 的 ,从 而 (2 是 连 精 的 。 
定 蒜 5。 一 族 拓 搂 举 (G,}.e J 的 积 骤 


G= 和 ec 


A 
了 赋 以 稿 拓 搂 咎 构 所 成 的 拓 搂 僻 叫 做 诸 拓 摘 琴 G, 的 酚 本 搂 笃 。 
设 (7)zex 是 了 的 一 个 分 割 , 则 G 和 与 拓 朱 全 [|[ G 积 司 构 ( 积 的 车 
Ed 


合 性 )， 

发 如. 是 Ge 的 子 便 ， 则 拓 朱 车 互 的 积 是 同 构 与 IIGe 的 子 合 
[有 .等 别 .投了 是 工 的 任意 子 集 , 7 = CJ, 则 拓 杰 尘 [| G. 是 同 
cE ET 


棋 於 G 的 正规 子供 Gy = (Me) x ( I {ec)). 因 篇 任意 开 和 集合 的 


投影 是 一 个 开 集 合 ,所 以 G 在 有 Gc。 上 的 投影 Pr; 是 同 态 。 由 此 , 而 


EE 

且 全/G7 同 构 苓 G51, G 局 构 亦 各 GO x (GG)). 

定理 16. 设 G1, G; 需 两 个 托 搂 草 , 互 ; ( 相 肤 吾 ;) 是 Gi 的 正规 子 
时 ( 相 闪 Ce) ,有 则 拓 搂 车 (1G:7 五) x (Gof 囊 ) 到 岳 朱 全 {G， 并 Ga) AH, x 
x 瑟 ;) 的 典范 映像 是 辣 构 的 ， 

事 补 上 ,着 仙 映像 是 基业 构 的 同 衬 各 同 耳 、 

广 。 设 G 是 一 竹 加 法 交换 葛 , 把 6G x 6 上 映 到 台 的 映像 (*, 2) 一 
x 十 是 一 同 奶 、 率 实 上 ,就 是 GxG 到 GG 上 的 表现 ,由 是 信 十 X 仆 十 
十 (3 十 扩 ) 一 (十 芒 二 (十 所)。 它 是 连 芒 的 , 而 且 如 xx G 的 原 
点 半 域 六 _ x 上 在 过 上 映像 下 是 G 的 了 十 T 劣 域 ， 


$2 各 上 的 一 致 性 结构 


由 31 已 看 到, 拓 楼 其中 各 黑 的 独 域 完全 由 主音 位 元 的 硅 城 决定 : 
如 J 是 的 完全 郑 域 粗 , 那 末 {aV IV 名} 就 是 a 的 完全 潮 域 组 。 得 很 
容易 使 我 们 想到 是 否 可 以 引出 一 臻 性 千 构 的 半 题 ， 寡 际 上 , 机 Vs = 
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三 {XVI EG YE EVP), FES, 未 Va Dd {wr EG}, 
{ValV & 8} 是 漆 各 基 ， 由於 
VEV E> ET, 
HT Vg = (VD)a, 因 Zx EV, ye EPSY EV .FP, 可 知 Vyo 
TuctP)e, 礁 是 ValV《 3) 决定 G 上 一 个 一 族 性 业 释 ,表示 成 @:. 过 
一 致 性 六 构 与 上 上 的 拓 朱 类 榴 相符 合 , 固态 Vatx) = yzET = 
= 下:。 间 理 考 语 
Vi VW) EG, ry EP}, 
则 慎 s 丰 < 下 交 定 个 上 一 个 香 它 的 拓 把 芋 构 相符 侣 的 -一致 性 结构 ， 表 
未 成 仿 ,， 
定 蒜 1。 上 面 定 闵 的 一 孜 性 钻 构 Sx, 人 5, 各 叫做 葵 G 上 的 右 . 左 一 
致 和 性 千 构 ， 
全。1) 在 实 归 加 天 号 上 ， 上 面 的 一 至 性 精 构 即 玫 常 的 一 致 性 车 
楼 : Vs = [wy v8, x,y eR}. 


2) 起 3 人 .8 ) 所 相 记 的 生 委 全 
v= lS) ist, esi, rc, — Ue} 


(R= 11, 2,.), 
对 图 两 方 阵 & = (asp) 瑞 2 = 《Bi;), 定 攻 
Pla, 0) = Max les — Bi 

邢 末 不 网 上 验 明 p 是 距 识 ,和 镍 而 它 在 ys 上 关闭 出 一 个 拓 搂 粘 楼 来 ， 由 旗 
在 这 拓 朱 宏 沿 中, ww 一 4 意味 着 方 阵 ax 的 每 个 元 束 在 实数 让 匾 尺 上 
收 伍 於 a 的 相应 元 素 , 可 以 末 明 亚 : 是 拓 提 蒋 合 ， 相 应 的 一 致 隆 千 构 作 
是 由 距 餐 p 引起 的 ， 

注意 ,在 变换 有 震中 ,左右 两 一 致 性 千 撞 自 然 相 同 ,但 一 般 左 、 右 责 个 
一 致 性 秸 杰 不 相同 . 

定理 1。 篇 了 拓 措 全 GG 的 左右 十 个 一 致 性 类 构 相同 ,必须 二 只 须 
e 有 一 基本 疾 城 粗 由 不 粮 集 ( 即 在 内 自 同 构 下 不 孝 : zx4z-: = 4 ( 疡 一 
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女人 %EG 成立) 组 成 ， 

座 。 如 果 加 三 1T17E 册 } 是 日 的 一 个 基本 畦 城址 ,站 且 每 个 耻 E 对 
是 不 枪 焦 , 那 末 对 每 个 2 EC, xzV = TV», 从 而 

YEV OPETVTIEP YE TV ry EV, 

即 左右 雨 一致 性 灶 构 相同 : Gu 一 仿 。. 

反之 ,发 撕 右 两 一 致 性 辕 构 相册 , 那 未 对 亦 e 的 每 个 办 域 下, 必 存 
在 泌 域 让), 使 圣 堆 每 个 26 人， 

下 了 (26ET 即 rcCTz)， 
对 是 任意 的 ,可 知 
zc 门 aVz. 
矶 到 个 


合 他 表示 和 集 门 2Tz 的 内 部 , 那 示 ,至少 ee T( 因 篇 ec 和 从 而 他 
了 芭 伍 


是 不 襟 并 集 , 范 且 下 《8， 因 a-!'Pa 是 开 集 , 慈 且 
aoc 门 ozrToa = fw-Ve, 


站 后 站 闻 世 安 
从 而 oa-TYaecf, 而 且 这 对 长 每 个 ae G 成 立 ,於是 
F = gta, 

即 了 是 不 楼 集 ， 注 意 允 二 , 而 VY 是 任意 的 , 从 而 e 有 一 由 不 入 集 粗 
成 的 基本 郑 域 组 . 

他， 汰 前 面 引入 的 拓 朱 全 和 ;， 它 的 左右 两 一 致 性 千 风 不同。 需 
了 苹 明 这 一 点 ,只 须 伞 定理 1 的 休 侍 不 满足 ， 训 实 上 ,人 了。 的 意 闵 如 
前 , 埋 来 

1 1 


元 0 1 0 0 ey Ovi 0 1 0 
证 
| 用 太 ) -| 1 上 -| EC V3, 
0 1 110 1 i110 1 1 1 
1 ' : pr 


1 0 
人 人 ) 《 工 ， 圣 一切 关上 成 立 (过 个 例 是 由 角 谷 静 夫 举 出 的 )。 


和 


霜 ， 志 一 般 关 亦 一 致 性 空间 的 精 果 ,可 知 对 於 肾 拓 把 贡 @G, 左 右 币 


| 
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一 致 性 辕 构 是 相同 的 ( 因 需 肾 空 南 上 的 一 致 性 千 风 是 一 意 的 )。 注意 上 
面 的 例 中 的 从 WW 是 局 部 紧 , 但 非 紧 的 。 
馈 ， 紧 本 的 例 : 乒 数 平面 上 单 习 图 半 按 深 算 
2 .em 一 ENStP) (0 Eg ,P< 2r) 
上 以 及 作 澡 神 数 玫 面 的 子 空间 形成 拓 杰 人 告 , 半 个 全 ( 作 篇 神 玫 面 上 的 有 界 
姥 集 ) 熬 知 是 紧 的 ， 


+ 


让 


拓 失 章 既 可 以 一 珀 化 ， a {pe {x, 
zjesy 决定 。 现在 典 趣 在 於 这 种 檬 距 岁 具 有 奥 蕴 性 质 相 痕 的 有 趣 恬 
性 . 更 在 考察 左 一 致 性 知 禄 伍 ,， 按 昭 第 五 章 的 亲朋 , 秆 个 一 致 性 秸 构 
可 以 由 一 个 所 距 艾 族 { PX, 和)] oes 决定 ,而 依照 那 喜 的 伍 明 ， 对 办 可 
数 多 自 痢 域 (V,), 如 命 


号 
UC, Urn Un Un o UsncU, nN (N T，) (1 2 1), 
p=1 


站 Mx, YY) E Nn U,, 
gy(%, YH) = = * 如 (zz， ETAL nT, y) ¢ Up, 
1 mx,y) ¢ UU,, 
加 一 了 
p(X, 2) = inf DB gli, 2rh)， 


= 
六 二 


可 以 看 出 ,由 典 (x, 9) EV > 2 EV > (0, 0) ET,, 
plr, YY) = P(e, Wy), 

全 NN(2) = ptle, z), 那 末 和 N(z+) 具 有 下 列 必 性 : 

1? N(e) = 0; 

2° N(x Ty) NG) + NGOY), 
现在 来 体 阴 3°, Na) = gp(e, X= pt 9) < pfz,e) + p(e, ¥) = 
= 和 N(Z) 十 NN(Y)。 由 此 站 可 以 推出 

3° N(x) 0 HN(GYX) = Nv- (wr EG); 
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4° MO A NGGT) + NEO); 

5° |IN(GX) 一 MODESS MT)。 

事 衫 上 ,在 2? 中 售 z = y, 得 2N(z) 守 0; 在 2° 中 分 y=, 得 

NT) A Nr)} + Ne) = NX)., 

但 由 於 (2 二, 也 可 得 出 wz) 安富 人) ,和 从 而 3? 得 证 ， 

内 赤 Nt) < 之 6 二 > pl8, 并) < 之 5,P 是 决定 左 一 致 性 精 权 全 ,的 
报 距 离 粗 中 的 一 个 ， 可 知 YETIe;i pi 6) 一 >N(X) < 我 们 注意 下 
列 事 实 : 

震 了 拓 搂 萤 G 上 满足 1° ,2° 的 实 画 数 尺 (2*) 是 连 种 的 ,必须 且 只 须 


和 


和 


deU Nea) Te (1) 
事实 上 ,发 六 过 车 , 那 末 特别 它 在 e 不 连 注 , 即 灶 任 意 : 半 0, 存在 
e 的 卷 域 口 ,使 X* EU 一 >|N(z)| = NO) 一作 (e) 咱 < es， 
反之 , 设 和 N(w) 满 足 上 注 人 条 和 件 。 尖 南 任意 上 20 及 任意 2EG, 先 
取 UEWe), 使 X00 一 N(x) < 之, 惰 59， 
[IN(2} — NX2) | Nrz2T) ~ Nir) < 6, 
即 对 礁 任 意 Y EUz(EB02)), |N(2) 一 入 (四): < 之 8, 斋 完 了 Ny) 的 连 
粳 性 ， 
由 雯 or 的 作法 ,可 知 


rN aslcU cl Non eB}. (2) 


Dk+} 
定 闷 2， 从 上 满足 上 述 休 件 1°. 2° 的 实 值 而 数 六 (xc) 时 顽 盆 上 的 
{ 左 ) 振 范 数 ， 
诗 。 如 果 丸 是 华 G 上 的 担 范 数 , 而 a 是 非 负 害 数 , 末 未 aN 也 是 安 
上 的 握 范 数 。 两 侦 提 范 数 N,N 的 和 (Ni 二 NMAX) 三 (2X) 十 Woa(7) 
仍 是 所 和 范 数 。 如 果 & EG 时 末 Nat2) 三 Nt0 ww) 了 是 GG 上 氢 范 数 ， 
因 篇 


Na = Naw oe ya) Naa) 十 Mon34) = 
二 Na(lx) 十 Nl} 
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如 紧 立 是 连 炉 的 , 那 末 wvV ,Ye 也 是 汀 炽 的 ， 

所 果 全 用 庙 一 玻 性 咎 构 , 理 玉 , 因 (YY)ETa<>2YT1EW <> (6， 
zy2 0) 《Te ,所 以 相 订 的 毛 距 亥 消 足 Ptz, 力 = pf(e, yz) ,而 NIr) 三 
三 pt8, zt) 斋 足 

1 Nie)} = 0O: 

2 NI DY) NG) + NOW). 

关 样 的 实 本 数 入 叶 做 ( 右 ; 氢 和 范 数 . 

电 杖 “下 , 右 " 的 理论 基 完 全 站 行 的 , 下面 我 们 主要 考虑 有 握 和 范 数 ， 
环 且 一 般 不 附加 “ 右 * 得 一 形容 误 ， 

定 蒜 3， 全 上 的 失范 数 N 媚 艇 不 楼 的 ,是 指 它 满足 下 列 休 件 :对 
樵 任意 YEG, NT) 一 TI 

诗 。 存 .上述 人 条件 中 用 yx 代替 x, 便 得 NGOYX) = NCrD)， 反 之 ,如 
果 和 (V2) = 入 (2#) 对 任意 zx， VEG 成 立 ; 全 Y 坟 代替 2, 得 Ni#)= 
= 六 Ge 功 . 从 而 振 范 数 的 不 筷 性 的 条件 也 可 以 表 过 成 :对 任意 %, YE 
GN(Y)=N(ry)， 交 换 举 上 的 一 切 握 秀 数 必 是 不 粮 的 ， 下 面粉 出 

定理 2.。 需 了 按 上 还 方 式 由 站 域 族 (D4o 作 出 的 报 范 数 六 是 不 要 
的 ,只 须 糙 蕉 每 个 下 及 任意 yw EC， 

yy 一 

庚 。 因 篇 定理 中 人 条 件 意味 着 zs iTEUr ,和 从 而 ote， 

x = Pearl 一 p(X,Y), 证 就 是 说, 用 Xx-! 代替 x, 得 
N(x) = ple, Wy) = p{e, yr) 一 MO) 


证 完 ， 

上 奇才 感 的 力荐 由 从 的 一 臻 业 构 引出 握 范 数 ， 舍 反之 考 唐 用 扼 和 范 
数 定义 从 的 一 致 性 千 构 奥 丘 朱 辕 构 的 间 题 ， 乱 此 引入 A. A. Mapkos 
的 槛 塌 数 六 念 ， 

定 闵 4 从 G 上 一 族 概 第 数 宙 = 1N,}{c€ yy) 叫做 得 东 数 ， 是 指 

1 ANaf 和 一 > 入 ;十 Na 半 , 各 让 Ni 十 Ns 表示 由 下 式 决 定 的 
失范 数 : 

(Ni + NX) = Nx) + Na(#); 


2 NEN, EO No EN, 竟 No{%) 三 N(a Log) 

3 EG, WFEEe——>INEN, NX} FO, 

拓 朱 一口 上 的 神 范 数 寻 = {NN} 叫做 连 入 的 ,是 指 每 个 Nt € 7) 
是 连 芒 失范 数 ， 

计 。 仿 第 五 章 论 复 距 废 的 :方式 , 把 (XY) 三 {IN(w) hey 奢 作 寄 空 
并 如 7 中 的 元 , 由 来 我们 可 以 把 齐 范 数 摧 由 如 到 王 " 中 的 映像 了 一 N+) 
等 同 起 来 ,而 过 赚 的 复元 静江 足 干 列 休 件 : 

1) RR) 半日 ( 台 表示 R77 中 的 需 元 (Or OD 三 OER}: 

RR) 一 四 < 人 > = 8 

2) Ny2) NAR) + NY), 

定义 5. 设 策 = {4N|t J} 是 苦 G 上 的 揽 范 数 ， 到 诺 集 

Uy, 三 U.S {ww EG, Nz} < 1 EJ) 
作 主音 位 元 2 的 基本 困 域 组, 邢 未 在 各 上 ii 天 定 一 个 (7T2) 型 拓 抄 和 王 咎 壕 ， 
和 使 得 多 按 间 个 拓 朱 从 和 禧 构 是 连 炽 的 。 过 时 我 们 部 和 的 招 朱 结构 是 由 
家 引起 的 . 

、 我 们 必须 瞪 朋 {5U,!:& 9} 华能 决定 上 上 一 个 拓 杰 全 千 构 , 即 到 

脸 明 8 sl 中 定理 2 的 4 竹 休 件 . 

因 交 se) 一 0, 所 以 每 个 U3e, 音 且 依 定义 和 4 的 3 天 6 一 人 > 
一 > 了 闪 《用 , 合 A) 关 0 从 而 必要 上 时 朱 we 琵 上 一 自然 数 请 ,就 可 伍 


vec) 污 1, 和 道 就 意味 着 ( 依 定 赣 4 的 12? nN,€ NU, EI, 
Mt 之 1} 3€， 由 此 知 

站 zc- 

ee 
由 图 


Uysw CUw,NUy 
可 知 {DN,1: 《1 是 淤 透 蒜 ， 由 手 范 数 的 性 丑 4 可 知 
Do: Uy CUn, 
而 由 3° 可 知 
Uw! = Uy, 
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§1 定理 2 的 休 件 1°,2*, 3° 都 成立 。 由 让 

Li = Uv, 
可 知 4° 也 成 立 。 太 是 庙 Ux,(: 6 9) 斤 在 G 上 决定 一 个 丘 所 春 千 构 ， 
使 (Un,) 是 。 的 完 邓 轿 破 灯 ， 因 取 自 然 数 忆 使 < s 时 可 使 


< 
5 可 知 诸 鬼 范 数 入 部 裕 演 个 拓 朱 本 楼 壶 粹 . 

由 前述 不 内 回 昌 ， 每 个 (了 7 了 ,) 型 拓 挫 做 的 拓 朱 稿 构 必 由 一 视 范 数 天 

定 ， 
定理 3. {72) 弄 邱 杰 春 上 的 一 切 连 久 所 和 范 数 NN.( J) 租 成 一 个 
徐 范 数 9%, 使 尔 存 G 上 引起 的 拓 拉 类 构 等 本 G 上 原来 的 拓 朱 结构 . 

屋 .!vec|<< 了 构成 一 个 气 范 数组 ,满足 定义 工 中 人 条件 1, 2 , 和 
已 由 定义 2 下 诗 说 月 。 如 来 GG 是 (7 了 Ts) 型 的 , 圣 亦 每 个 2 兴 e. 必 存 在 ee 
的 痢 域 了 ,使 ET; 从 而 依 (2), 存 在 NE 使 N(2) 守 1, 到 Niw)>> 
这 0. 这 性 明了 旬 是 槛 范 数 ， 因 每 个 入 《是 连 积 的, 可知 

Uv {Nr}, EG} 
是 G 中 舍 。 的 有 开 集 ， 反 之 ,关於 G 中 的 每 个 痢 域 口 , 由 插 范 数 的 作法 
{即使 用 (2)) 可 知 存 在 连 灶 近 和 范 嘛 ( N&R ( 取 足 能 大 的 自然 数 %, 使 用 
NN 代替 (2) 中 的 和 N) ,使 FS 区 从 而 由 TU € 凑 定 的 拓 抽 项 楼 
与 G 中 原来 的 拓 拉 千 构 等 从 用 完 ， 

半 欠 拓 掺 全 C, 设 导 一 (NI(e《 中) 是 它 的 被 范 数 。 仿效 篇 四 童 
的 符号 ,规定 4o 表示 站" 中 天 些 元 8 = (2.(t 《97) 的 全 体 , 其 中 zz 渤 
之 9, 但 只 有 一 个 2 之 十 co, 而 洪 个 >。 = 1， 悍 未 分 中 6 的 基本 痢 左 
租 由 下 列 焦 答 出 : 

So)!lrIM rb, 
坦 豪 N(x) < 5 意味 着 对 雁 每 个 《J,N.(x) < 之 zx,。 由 零 N 是 浑 粮 振 
和 范 数 二 >aN 也 是 违 积 气 范 数 fa > 0 ,从 而 我 们 可 以 坦 接 引用 第 五 章 
的 符号 。 合 4 表示 中 中 那些 元 6 = (2z4) 的 至 笨 ,其 中 z, 站 0, 仁 只 有 
有 穷 多 人 咎 ?; < 十 ee, 半 未 
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S(H) 二 [区 | 和 (Z) < 6 
当 35€4 时 形成 G 中 的 基本 痢 域 宜 ， 如 果 所 考察 的 是 右 一 致 性 千 构 ， 
or, Y) 二 NY ) 
使 是 决定 的 右 一 致 性 千 构 的 窗 距 雌 。 因 渤 雁 粤 右 握 范 数 和 N,(w) 相 详 
的 浊 距 岁 pc(7, 3) 满足 和 (7) = Pi (8, 2), pi(%,Y) 一 Peer 1)， 
可 知 ofz, 2) = {pew Y)}eer 甘 日 满足 下 列 右 不 炉 性 : 
ot, Y) = oxo, Yo) (a EG), 
同 理 , 拓 朱 蕴 G 上 的 左 一 致 性 精 构 由 一 个 左 不 入 神 距 衣 s(x%, 3) 决定 : 
ov, YH) = oar, Oy) (0 EF), 
利用 厂 不 多 神 距 购 或 厂 宰 和 能 数 ， 可 以 很 方便 地 表 过 出 由 丘 搂 发 G 
到 拓 搂 车 GG 中 的 映像 是 一 致 可 炽 的 人 条件， 夫 了 由 如 到 全 | 中 的 上 映 像 多 
是 右 一 至 过 种 ,必须 且 只 须 对 蕉 每 人 眉 8& 4 (过 吉他 = G(R 4),G) 一 
一 GNM, 4.))， 存在 € 4， 使 
NRE) XL E> NMP) < e， 
特别 ,不 骏 怠 痊 下 列 定 理 - 
定理 4 柄 朱 价 GG 中 的 左 、 有 王 移 4 一 xa, x 一 ax(0€G) 都 基 由 
如 的 右 一 致 性 灶 构 到 它 自 己 之 上 的 同 构 ， 而 对 称 映 像 一 w-! 是 由 局 
的 石 一 致 性 烙 构 到 左 一 数 性 业 构 上 的 向 构 . 
诠 。 设 和 是 上 G. 上 的 右 神 和 范 数 : G = G(R%, 34)， 那 末 , 因 
RR) = Nx) (oa EG) 
(BD o(wa, ye) = NA KL) = NYE) = a(x, Y)), 可 和 -> 
王 ZX4 是 右 一 致 性 鱼 构 的 同 权 。 妈 头 
NRE) = NHK) = ROT ， 
伦 而 
NZ) < o> Nttr) Ce (e >0, se ER), 
个 肉 看 出 (引用 定义 4 的 条件 22)z ~> 4a7x 也 是 右 一 致 性 烙 构 的 同 构 . 
设 久 :是 GG 上 的 左 福 秀 数 ， 澳 於 和 NN, EW 全 NI(w) 一 NW!))， 那 
末 不 肉 看 出 NN(8) = 0 荡 且 
NET) = NA = NA (RT) 
NI) 十 Ni = NOX) + Ny), 
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即 和 NN 是 右 振 和 蕴 数 ， 从 而 
NZ) < E> Ni(g!) < , 

由 此 不 由 推出 一 xX7! 是 由 右 一致 性 千 构 到 左 一 致 性 千 构 上 的 同 构 . 

和 柔 , 夫 了 拓 拉 全 的 左 一 致 性 知 构 是 悄 的 ， 必 须 且 员 贷 它 的 右 一 致 
性 千 构 是 情 的 ， 

定理 4， 由 拓 朱 从 局 到 拓 搂 华中 的 每 个 巡 粮 发 更 必 是 同 Ga 
到 Gia {或 由 Cs 到 cai) 中 的 一 致 违 砷 映像 。 

座 . 设 全 是 G 中 主 单位 元 01 的 郑 域 ,全 六 二 及 V1) , 那 末 36 
EV—>FO)F(T)T = YX ET, 恰 完 ， 

定 埠 6 拓 朱 人 抬 叫做 民 的 ,是 指 它 的 左 或 右 一 致 性 结构 是 备 的 ， 

由 一 救 性 空间 的 一 般 告 果 可 知 , 紧 全 必 是 备 的 。 对 其 拓 搂 全 ,还 可 
雯 证 了 明 更 一 般 的 千 果 ， 

定理 5， 局 部 紧 人 74) 型 对 必 是 备 的 ， 

鹰 。 识 (Xs) 是 春 中 的 基本 列 (3 《6 了), 设 已 是 e 的 任意 潮 域 。 上 中 6 
的 紧 况 域 让 , 使 VPCcU， 由 郁 肾 (Ts) 型 空间 必 是 正剧 的， 全 是 可 能 
的 ， 斌 然 (zs) 是 基本 列 , 邻 考 右 一 下 性 精 构 , 套 是 存在 5., 使 

> 0 一 ter < 或 YoE Vos. 

但 Vx, 也 是 紧 集 ,从 而 定向 列 (Xs)sys, 几 有 一 子 定 向 列 收 散记 了 as 中 
一 点 x20, 示 就 是 说 ,zc ws,。。 稚 是 Er wa Vl 或 x6 E VTixo。， 由 此 
> b> re EE Vr CVV i CU yo. 

U0U 猎 是 e 的 任意 半 城 ,可 和 (rs) 一 Xo。 境 完 ， 
柔 ， (72) 型 拓 朱 从 G 中 的 每 个 局 部 过 于 堆 必 在 G 中 是 闭 的 ， 
症 . 《ZT2) 型 一 致 性 空间 中 了 于 子 空间 必 是 并 的 ， 汪 在 第 五 章 已 证 明 


了. 

下 面 壮 察 价 的 完备 化 种 题 。 发 如 是 非 完 悄 的 (7T2) 型 折 搂 又 , 右 一 
致 性 空间 Ga 可 以 完备 化 , 即 Ga 成 需 一 完 包 空前 G。 的 筒子 集 ， 问 题 
在 於 Cs 是 否 能 奢 成 是 拓 朱 苇 ? 首先 ,我 们 试图 把 映像 (x，y) -> zy 及 
2 一 2 1 按 违 炉 性 延 拓 到 Ce。x G4 与 G4 之 上 ， 菲 考察 壮 榜 延 拓 出 来 
的 映像 是 否 使 Ga 成 壳 舍 ? 如 果 能 成 琴 ， 由 亦 zy 与 x-! 是 按 违 征 性 延 
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拓 的 , Ga 自然 县 拓 拉登、 但 Gu 是 否 是 信 的 ? 最 第， 如 果 拓 朱伟 忆 可 
以 接 右 一 致 性 辕 构 完备 化 ,过 完备 化 是 否 除 网 构 外 一 意 ? 

首先 注意 (80， 1) 一 2 于 z -> t1 一 般 不 必 是 一 致 连 车 的 ,从 而 是 
否 能 按 巡 种 性 延 拓 到 Ce 上 去 ,有 待 杂 用 . 

网 。 知 察 以 前 讨论 过 的 拓 把 二 员 、 答 了 x 一 2 是 一 致 这 粮 . 必 
须 对 每 个 自然 数 7, 存在 自然 数 天 ,使 

TE VA) tly EV,, 
过 讲 下, 的 意义 已 见 定 闵 1 下 例 2， 用 3z 代 蔡 3, 必须 使 
3 一 

但 过 不 可 能 , 因 乱 


上 10- 10. 0YAitovrLov- :10 
ET | | je 
一 “Ea 一 持 
工 1 于 0 01 只 上 1 人 ol 1 
天 天 二 11) 


对 足够 小 的 如 不 成 立 , 作 论 如 何 选 择 忆 。 双 加 果 (X,，y) 一 XY 是 由 Ga x 
x Ga 到 Ga 中 的 一 致 速 矿 映像 , 必须 对 每 候 自 然 数 %, 必 能 找到 一 
自然 数 尺 , 全 
UE Ve, HTTE = 一 (VET 
但 特别 取 了 = Jy, 2 = z，, 得意 味 着 
FE VE wT EF,, 
但 恢 上 壕 重 是 不 可 能 的 。 因 此 (x, 一 YY 恰 X 玉 X41 都 不 是 一 臻 这 
鞭 ! 
但 篇 了 能 按 连 炽 性 延 拓 ?7 汪汪 我 们 可 以 依 后 其它 命题 
定理 6。 设 避 是 拓 杰 三 ， (Xa), (yg) 是 Gs 的 两 企 基 本 列 ， 那 亲 
(Zayp) iaxP) 是 Ga 中 的 基本 列 . 
座 。 我 们 要 芋 明 闹 座 。 的 任意 池 域 六, 存在 m, Po, 使 
o> oa, PB >P=> {ide ) (Tay) EV. 
“>o,B >p {2) 


Tang (Cae) = (Xo OD Ye 0 ur). 
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先 取 e 的 蜀 域 也 ,使 VCD = ECcF， 取 m, 使 
da 0 二 访 W en. 
特别 全 & 三 :ww: 得 
ER EU, ars!iée Uv, 
再 取 Bs, 使 
有 B > po 一 VEEd Ua( tS), 
蕉 是 (3) 得 座 . 

由 定理 6 不 内 征明 (xz, 切 -> xy 可 以 延 邱 成 由 人 a x Ga 到 Ga 中 
的 韦 苇 映像 .事实 上 ,MG x G 是 Ga x Ga 中 的 黎 焦 , (x,W) 一 zy 是 由 
Gx8 弄 人 备 (TD) 型 一 致 性 空间 Ge 中 的 连 古 号 像 ， 由 定理 6，(z ,2) -> 
二 zy 把 GxG 中 的 每 个 基本 列 映 成 Cu 中 的 基本 烈 ,从 而 依 第 二 章 St4 
的 定理 ，(x ,#7 一 2 可 以 按 连 午 性 延 拓 成 由 Go x Ga 到 Gs 中 的 连 
蒜 映 像 . 依 同 一 定理 , 圳 了 x 一 2! 可 以 按 连 秆 性 延 柄 到 全 Ga 上 去 ， 
必须 且 只 须 它 把 G4 中 的 每 个 基本 列 映 成 Gu 中 的 基本 列 。 过 一 条 件 
一 艇 不 是 半 每 个 拓 抽 合成 立 ,但 在 下 面 的 车 察 中 , 设 道 代 件 浪 足 ， 

定理 7， 篇 了 (7,) 型 邱 朱 人 芭 同 构 谎 一 完备 登 6 的 一 个 稳 于 莘 ， 忆 
须 且 只 须 由 了 一 ?7! 把 G 中 按 右 一 臻 性 知 构 的 每 个 基本 列 映 成 接 右 一 
和 致 灶 糖 的 基本 列 。 完 得 天 6 除 同 构 外 一 章光 定 。 

证 ， 前 面 已 径 杂 朋 , 定 理 中 由 件 闻 是 (x7, 2 二 XV 恰 X 一 -1! 可 以 
按 圳 和 炉 性 延 拓 到 G4 上 的 必要 充分 人 条件， 现在 要 七 明 在 遭 休 件 下 ,zy 
遇 x 天 延 拓 之 息 在 G4 上 决定 一 个 匡 咎 构 ， 以 及 Gu 成 需 完 生 拓 把 车 . 
最 后 薄 朋 G 除 同 权 外 一 意 决 定 ， 

1) 如 果 下 和 伍 是 由 丘 扎 空间 巨 到 (T,) 型 襟 间 至 , 中 的 两 个 连篇 映 
像 ,而 对 放 殖 中 一 个 稠 集 44 的 每 点 >，F(z) = g(x), 于 未 了 = y ( 昂 第 
二 章 , 定 理 }，z(ys) 奥 (xy)z 看 作 定 闵 在 Ca x Ga x Ge 上 的 肌 像 ,在 
稠 集 Ga x Cu x Gu 上 相等 ， 施 是 根据 上 流 车 果 ， x(yz) = {xyz 在 
Gu 上 成 立 , 运 说明 (r, 1) 一 2 在 Ge 上 满足 粘 合 律 , 同 理 ,可 尾 朋 Gg 
的 其 它 草 属性 . 

2) Gu 是 完全 拓 把 恒 ， 它 是 折 楼 本 ,已 由 (2 2) 一 2 司 富 3 
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的 核 建 续 性 延 拓 直 楼 看 出 了 设 44 是 拓 摘 重 Ce 自己 的 右 一致 性 村 
构 , 而 半天 示 把 的 右 一 到 性 辕 构 完备 化 而 得 出 的 G4 的 一 致 性 结构 . 
长 是 G 中 按照 lu 的 每 个 基本 列 也 是 芷 的 其 本 列 ， 但 过 一 基本 列 在 Cu 
中 收 钊 , 因 篇 41 是 完备 的 ， 侯 然 如 ,Hs 在 Ga 上 决定 同一 拓 乓 烙 构 , 依 
第 五 章 定 理 Ys 是 完 惰 的。 由 此 , 依 第 五 章 定 理 , 1 与 tls 是 相同 的 . 

3) 篇 了 句 明 完 介 化 的 一 意 性 ,我 们 囊 山 下列 命题 : 证 G1, Ga 是 十 
个 完备 f{72) 型 拓 搂 可 ， 豆 ,已 各 是 FG, 的 笛子 三 。 每 个 由 五 :到 丁 ， 
上 的 司 构 可 以 一 意 地 延 拓 成 由 到 Go 上 的 同 构 ， 

事实 上 , 邵 果 是 由 总 到 总 上 的 同 构 , 了 是 五 的 洁 一 致 性 精 
到 五, 的 右 一 致 性 业 构 上 的 同 构 ， 剧 依 定 理 4 了 可 琉 一 意 地 延 拓 戌 出 
Gi 的 有 一 至 性 业 构 到 Gs 上 的 右 一 致 千 狂 上 的 同 灼 。 恢 了 昭 本 苯 明 1) 中 
所 乓 述 的 原理 ,天 是 由 6G, 到 G， 上 的 表现 ， 钵 完 ， 

广 。 对 喜 交 换 双 , 左 , 右 一 致 性 千 粮 是 相同 的 ， 和 从 而 我 们 不 必 使 用 
左 , 右 的 形容 词 。 由 蕉 定理 4, 定理 7 中 的 休 件 一 定 满足 。 由 此 不 座 推 
出 下 烈 定理， 

定理 8， 席 G 是 交换 拓 措 恒 。 2% 一 1! 与 (X,，y) 一 wy 各 是 由 G 
到 召 粤 册 人 G x G 到 他 中 的 一 致 连 炉 映 像 ， 如 果 怠 是 (72) 型 的 , 它 必 同 
裤 供 一 个 交 棉 完 笛 其 G 的 稿子 硬 ,而 且 G 除 同 构 外 由 G 一 意 决 定 ， 

证 ， 由 定理 4, % 一 xz: 是 一 致 连 炉 ,而 因 兰 交换 汪 ，(z， 2) 一 x 
是 由 壬 G x G 到 G 中 的 连 厢 表现 ， 可 知 ( 依 定理 4) 注 也 是 一 致 问 炽 
的 ， 当 G 是 (72) 型 上 时, 恢 上 面 的 娃 , 定理 ?了 的 休 件 满足 ， 和 从 而 @ 同 构 施 
一 个 完 信 侍 全 的 稠 子 合 , 而 6 除 同 楼 外 一 意 次 定 , 因 >zy = yz 在 G 上 
成 立 , 自 定理 了 中 的 惟 明 1) 的 丫 理 ,得 在 如 上 也 成 立 ， 葵 完 . 


《3 距 训 要 


燃 然 拓 杰 全 有 它 的 自然 的 { 左 , 右 ) 一 致 性 车 构 , 而 一 至 性 空间 中 内 
化 的 问题 婚 已 解决 , 拓 朱 价 的 距离 化 间 题 也 不 允 考 唐 . 

定理 1， 和 需 了 拓 灾 匡 如 的 左 , 右 一 至 性 千 构 是 可 下 驯化 的 ,必须 且 
只 须 和 是 (To) 型 的 , 茧 下 如 中 主 单 位 元 e 具有 可 数 的 基本 办 域 粗 . 
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证 .必要 性 不 待 姓 ,个 柄 充分 往 。 黄 定理 中 休 件 满足 , 设 (FT ) 是 
e 的 基本 半 域 租 ， 全 了 三 {(2 9)iwTy EV, TS) 就 是 和 的 堪 一 
致 性 辐 构 的 思 这 透 的 基 ,既然 这 基 是 可 数 的 , Gs 是 可 距 风 化 的 ， 问 一 
致 性 粘 构 的 处 理 岂 是 一 样 的 . 

定 蒜 二 拓 朱 华 叫 做 可 路 峻 化 的 ,是 指 它 的 左 , 有 一 致 性 精 福 是 可 
距 岁 化 的 ，。 

由 32 中 弄 好 部 分 的 考 丰 直接 得 出 下 列 粘 杂 ， 

定 藉 2. 全 马上 的 气 距 餐 训 叫 做 左 ( 右 ) 不 郁 的 ,是 指 

p(X, HW) = pl28, 28) TIZEC) 

或 PX, Y) = p(Xz, Y2) (2 EG), 
猎 左 不 炮 又 右 不 多 的 所 距 苑 只 江 水灵 拱 距 骨 . 

定理 2. 可 距 风 化 的 所 拉 从 GG 的 左 ( 右 ) 一 致 性 精 权 可 以 出 一 左 
{二 ) 不 黎 中 内 决定 ， 

诅 。 命 N(X) = pfe, ww), 可知 (2 定理 8): 

柔 ， 可 距 肉 化 的 拓 朱 人 蕴 G 的 拓 撰 桩 构 可 以 由 一 个 和 范 数 ( 即 满足 
NT) 0 一 1 二 6 的 所 和 范 数 ) 决 定 . 

定理 83. 夫 T 了 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓 朱 区 可 以 用 一 个 不 炮 距 名 
p(X, YY) 距 区 化 ,必须 且 从 须 它 有 一 个 由 不 区 和 集 租 成 的 基本 洱 域 宜 ， 

座 ， 设 P(X ,9) 是 不 稳 距 阴 , 装 且 p 洪 定 至 如 上 的 一 致 性 结构 , 得 


末 
了 = 一 。 二 + 7 1 
Uv, = S(e; 2) 三 fz EG, PX, rT | 
姐 成 基本 痢 域 租 , 让 每 个 上 U, 是 不 楼 的 , 因 坑 
TEU, > p(s, €) Tp(yey!, e) 一 eta el) 心 工 一 > 
久 


一 NE TD， 
即 37 对 任意 站 名 碟 立 ， 
反之 , 设 G 具有 由 不 规 集 组成 的 可 数 基 本 部 城 租 , 瑞 未 在 8&2 开 姑 
上 处 的 作法 中 ,如 阴 下 是 不 帮 的 ,必然 
EE 


第 七 2 
所 忆 or 2) = po，22)， 但 道 槛 考察 的 解 然 是 堪 一 至 性 辐 构 ， 
p(xr, Y= 0(0, yy) P(e (328 一 pz 2) 所 以 5 是 不 楼 的 ， 
。 前 丁玲 的 拓 撰 东 6; 不 能 用 让 灵 距 座 p 来 距 座 化 , 因 篇 如 果 能 
用 不 焰 忠 均 F 来 距 谱 化, 央 
| P(X 6) = oO(Y, H) = p(yr-!, 2), 
从 而 堪 , 右 两 一 致 性 烙 楼 相间 , 但 96 上 的 南 蛋 一 致 性 桔 酝 站 不 相同 
广 。 和 异 不 稳 距 能 Pp 相 麻 的 范 数 入 也 是 不 钨 的 , 央 坊 
NO = ple, YIzy) = ole, KH) = Nim). 

定理 4. 拓 朱 拿 玉 中 几 第 二 岗 且 满足 广义 Baire 性 丑 的 于 蔡 必 
是 瑟 中 斌 并 且 半 的 集 . 

议 ， 恢 上 一 章 的 定理 ， 妞 在 下 菜 永 百 ) ~ 的 每 山 感 是 第 二 移 的 ， 
从 而 瑟 几 基隆 BB( 因 篇 于 上 央 某 每 一 点 EK ww 的 湖 城 下 和 与 玉 之 变 起 坊 ， 
从 而 是 第 一 网 的 ). _ 依 滴 述 集合 渝 构 要 (第 六 章 ) 的 定理 ， 有 

DF) 一 Di—H) - -DO 一 -DH), 而 闻 於 几 w€H， 
DF) - DBETz) = DrBIEx - = DL) rw， 
所 以 D1 了 H) 一 下 在 映像 2 二 一 #9y -3 az 五) 之 下 不 瞄 , 从 而 
克 百 ) ~ 了 (已 ) 也 不 惫 ,因而 如 有 一 点 属 共 万 7 末 ) , 则 甩 之 一 切 点 
些 然 ， 即 ( 依 搞 述 集合 沦 概 要 定理 : 8 的 3 之 一 明 ). 
HCDICD Hc. 
如 了 《 豆 , 则 Pp 的 任意 况 域 安 瑟 .特别 ,下 十 了 是 ?之 痢 域 ， 所 以 
一 一 
30 6 HN(K TD), 伍 9 一 PE D(H); 估 D(H) 在 x 一 一 x 之 下 的 水 
一 一 -一 一 
灵性 可 知 p 一 9€ D(H), 依 DH) 在 y 地 十 g(0< 吾 ) 之 下 的 不 入 
性 可 知 ,p& D1 如 ), 即 及 c DDC 后 ). 从 而 桔 合 上 式 可 得 
i 
HH= DR)y= DBR), 
依 此 , 豆 是 即 肛 且 轩 的 集 . 

吾 弃 是 具有 广义 Baire 性 里 的 , 依 描述 集 侣 答 松 更 定 理 ( 第 六 童 ) 

可 知 在 任何 估 集 中 必 有 一点， 使 在 演 点 处 二 或 C 吾 是 第 一 移 的 。 但 
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五 CD(H) 而 后 者 是 开 集 ,所 以 D(H) 中 必 有 一 点 ， 使 在 征 点 夏 CH 是 
第 一 移 的 如果 吾 兰 耳 , 取 PEHN HH, 作 偿 系 吾 十 pp, 副 五 十 2C 
CCH. 依 上 面 的 定理 , 是 Pp 是 第 二 网 的 , 旦 具有 广 蒜 Baire 性 襟 的 ， 
且 既 然 吾 在 瑟 ( = D(H)) 的 每 点 不 是 第 二 攀 的 ， 瑟 十 PP 在 吾 十 = 
一 豆 + p 的 每 点 不 是 第 二 攀 的 。 但 页 是 子 芋 ,所 以 中 + p= 吾 , 从 而 
吾 十 PD 包含 它 的 此 CH; 它 在 豆 = D(H) 的 每 点 咸 是 第 二 稠 的 ， 所 以 
得 出 矛盾 ， 因 此 总 = 五, 即 互 是 谣 关 上 且 阴 的 ， 

系 . 联通 拓 朱 到 的 任 音 满足 广义 Baire 性 质 的 戎 部 分 佑 ( 即 不 等 
鼓 自己 ) 必 是 第 一 移 的 。 

埋 。 特 别 是 联通 拓 搂 双 的 六 子 生 如 不 与 整个 双重 合 ， 必 是 第 一 网 
的 。 

定理 5.。 如 由 完 人生 距 驹 擎 召 到 距 亡 村 BB' 上 的 代数 同 驴 了 是 具有 
广义 Baire 性 质 的 映像 , 则 了 是 同 态 ， 

证 。 依 描述 集合 论 构 要 定义 6, 存 在 集合 旦 Cc 加, 使 BN 互 是 第 一 
欧 集 , 而 了 限制 在 妃 上 是 过 精 的 。 考 Tim zn 二 日 (6 玫 从 巨 的 主 单 位 
元 )， 因 窟 BN(H 上 ta) = (BE Hy 二 za 基 第 一 稠 的 ,而 完 情 距 废 
空间 是 第 二 三 的 ( 岂 第 六 洁 定 理 )， 丈 因 需 可 数 多 个 第 一 炳 集 的 精 仍 是 
第 一 病 集 ,所 以 


Ea(E\H)U U [(ENH) , 十 ga] = (ENH)U 


U ULE + tx)] = EN\ Nr [CH 十 za) NA], 

因而 3x0 € (H. 十 "ww) 及 半 一 切 4 成 站 , 即 EL 是 加 一 wa EH 

六 儿 % 成 立 ，F 诫 然 在 吕 上 连 钙 ,而 lim (ao 一 X= 为 ， 所 以 
lim f(xo 一 so) = fx). 
由 识 让 是 灌 同 能 ,所 以 fo 一 ze) 一 0) 一 F(X)， 
lim f(x,) = 8, 

即 由 %r 一 号 得 出 上 ro) 一 8. 从 而 了 在 已 中 的 外 过 炉 , 由 是 f 是 连 
芒 闪 同 态 
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广 . 注意 ,最 初中 知 了 在 瑟 上 过 业 , 也 只 知 由 x H(!1), Xn > 6E 
好 一 > 产 zo) 一 六 zh 从 曾 最 德 千 答 加 一 日 一 > 六 to) 一品 (2 
《过 1) 巧 非 不 足 道 的 。 

漆 。 中 完备 距 台 全 五 到 距 抑 双 歼 上 的 任意 解析 地 可 表现 代数 同 
友 了 必 是 同 能 . 

请 .。 依 第 六 章 定理 凡 解 析 地 可 表现 映像 必 是 具有 狂 闵 Baire 性 
里 的 ,从 而 更 是 具有 广义 Baire 性 览 的 ， 

定理 6， 总 召 是 联 漠 的 下 欢 对 ,而 { 广 (zaz)} 是 一 列 由 五 到 距 见 拿 殖 ' 
拘 同 郁 , 图 是 = 1z123E 五， Jim f(z) 存在 } 或 是 第 一 葬 集 ,或 者 等 

这 。 首 先 广 和 4 是 巨 中 部 分 午 。 事实 上 ,如 imj(z) 及 lim jfy) 
存在 , 草 1lim 疡 (z 一 四) = lim[fCr)— fy)] = limf, (x) lim fly) 
存在 . 

依 第 六 章 定理 ,4 是 Borel 集 , 所 以 4 是 具有 广义 Baire 性 赞 的 ， 
由 .上 面 定理 , 语 明 完 稿 . 

定理 7， 设 广 是 联通 完 镶 距 风 向 ,而 (fp,o(%*)) 是 由 巨 到 踪 离 蕉 EE 
的 一 双重 列 同 态 ; 设 对 伶 贺 列 {xp} {wp 玉 )， lim fafp) 对 任意 PD=1， 
2, … 不 存在 , 则 

如 = {2 im fp,q( 人 2 不 存在 ( 潮 一 切 上 是 第 二 移 集 ,而 入 五 
是 第 一 秽 集 。 

座 。 设 对 礁 凡 2 = 1,2,…, Hs = {zllim jp,o(%) 存在 }, 草 因 
Wp 百 \p 所 以 囊 天 吾 , 恢 前 一 定理 , 豆 , 是 第 一 稍 的 ,所 以 [| 碳 , 是 第 

| 


一 网 集 ， 因 过 巨 是 完 悍 的 , 焦 第 六 章 定理 , 知 五 八 U 好 一 已 是 第 二 
r=1 


移 的 , 

定理 8。 设 G 是 第 二 移 的 拓 撑 人 蔡 ,下 是 人 f 的 子 便 ， 那 末 G\ 瑟 或 
是 空 集 , 或 是 在 避 中 第 二 砚 的 ， 

证 。 设 GN 半天 8B, 取 ysG、 娘 ， 那 末 YXCG* 廊 , 因 沪 
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ynE X=>YE XL = 下 (如 果 zE, 因 导 是 子 草 )。 如 果 G 、\、 太 是 
第 一 移 集 , YX 也 是 第 一 网 集 , 而 因 > -> yx 是 问 逢 , 区 也 是 第 一 网 集 . 
大 是 G = (GN\ 久 ) UX 也 成 锅 包 一 罗 的 了 ,与 假 识 矛 牛 . 

定理 9， 说 G 奥 尺 的 意义 如 定理 8', 而 设 X 是 G 中 称 Gs 集 , 关 末 
必然 X= G， 

座 ， 适时 = 门 X;, 祥 ; 是 笛 开 和 集 ， 办 是 G\ 是 并 集 ,半生 


一 
是 足 集 , 因 坊 既然 革 ; 是 和 并 集 , 对 苓 每 个 开 集 D, 0 站 ; 是 不 空 并 集 ， 
而 (ON ON (GNX;) = 出。 於是 
C 八 工 一 U (GX,) 

成 坊 第 一 灿 集 了 1 江上 盾 ， 

定理 10 (Sierpinski)*， 如 黑 玉 是 情 距 肉 空 六 ,而 吾 又 是 站; 陛 空 
出 到 (其 中 的 距离 不 必 等 稚 五 中 的 距 训 ) 的 拓 朱 子 室 间 ， 那 末 吾 是 至 中 
一 个 Cs 集 ， 

蔓 . 证 Pp 是 型 中 的 中 多 ,于 末 玉 上 的 距 婴 ps 趣 a 在 已 上 引出 同 榜 
的 拓 朱 车 构 ,而 玉 按 po 是 备 的 。 鼻 是 对 施 每 个 点 x+ EB 及 每 恤 自 然 数 


4, 必 存 在 数 su(2) 一 二， en(X) >0, 使 


y€ EE, p(y, 2C) < Er) o> pol yd, 之 二 


分 
A UR) {yy EAM, py, < 
Cn 一 (Jj Un{w), 
I€E 
藤 是 C, 是 对 中 开 集 ,而 C= 门 6, 蚌 NW 中 的 Gs 和 集 ， 
加 二 1 


Xt EUAR) 如 r ,和 代 而 XEG, 本 是 BCG， 令 且 G 二 五 ， 


1》 Sur les ensembles cormpiets d'un espace (g@), Fund, Math,, 11 (1928), 
203 一 5。 
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从 而 便 可 得 知 忆 是 型 中心 * 集 ， 党 际 上 , 设 2%6EG, 兮 区 篇 固定 自然 
数 . 依 G 的 定 廊 , 0 Gi, 所 以 存在 ze 五 , 司 Xo5 Un(lxwn)。 郁 是 
PlXo, Cn) < En{ Xn), 


弃 然 已 取 so(z) 之 十 ,所 以 
1 
P(Xo, Ln) < 一 ， 
了 


过 就 是 毅 , mo = jim zw。 今 取 。 > 0, 取 自然 数 , 使 < se， 所 是 存 
在 自然 数 年 , 使 
(tr,)— 120， 人 
ne 
对 从 自然 数 到 ， 
pos ta) s Oo Ho) 4+ PON, to) 之 祈 + p(X, za), 


所 以 
AlN Wn) Ent Tn) (E> 1, 


依 ss(z) 的 定 闵 ，po(zry za) 过 二 (k 之 吉 ). 苍 是 
Ee, > mR po Re, TH) EE pol Wi, Hn) + P(NRr, Li) < 
一 二 十 工 . 
驴 入 
证 正 是 说 ， 
无， 0 Xij < es。 

吾 婚 然 接 pe。 是 得 的 , x 在 五 中 收 数 亦 一 元 zx， 但 既然 已 知 按 2 ,X= 
一 lim guns 所 过 号, 这 和 极限 z 即 是 to。， 樵 是 得 有 奸 GCcE. 

定理 11， 设 G 是 完备 距 驯 , 那 末 它 履 可 以 政 赋 一 个 不 杰 距 记 ， 
使 召 按 导 个 不 磷 距 克也 是 完 刁 的 。 

证， 可 以 把 各 改 赋 一 个 不 楼 距 能 ， 圾 是 和 上 原来 的 距离 ，p。 是 
它 上 面 的 一 个 拓 杰 等 价 的 不 籽 算 弃 ; 敲 G* 表示 好 按 mm 的 完备 化 ,的 是 
必 赋 以 距离 2 (表示 成 4C, p)) 是 (G*+， po) 的 拓 杰 子 空间 ,而 (G, Pp ) 序 是 
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情 的 ,(e，o) 在 (G" ，po) 中 必 是 Ce 集 . 双 1G，po) 在 (G“"，oo) 中 条 , 坝 
是 依 定理 2 ,GG = G*, 有 即 G 按 po 也 是 介 的 。 芝 完 ， 
娃 ， 天 办 以 上 千 果 ,请 参看 


V. LL, Klee, Jr., Invariant ietrics in groups {solution of 
a problem of Banachy), Proe. Amer, Math. Soc., 3(1952)}), 484 
一 487. 
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$1， 拓 接 线性 空间 与 赵 箱 数 旋 
本 章 所 论 的 炎 性 空间 ,如 不 附加 说 明 , 常 指 实数 域 或 福 数 域 上 的 多 


经 通用 撩 实数 域 ,也 送 用 截 复 数 域 ; 进 时 ,用 并 表示 得 个 数 域 ,而 短 人 月 关 
的 空间 篇 数 域 上 上 的 粮 性 空间 ,或 前 称 上 - 秘 福 空 闸 ， 
定 闵 1。 数 城 下 上 的 线性 空间 百 叫 做 拓 搂 芒 性 空间 ， 是 指 百 上 附 
有 (IT) 型 拓 朱 车 构 ” ,使 
(1 1) 人 
[ee (rEE,atky 
和 从 是 由 百 x 吾 到 再 及 册 瑟 x 上 到 巨 中 的 连续 映像 ， 
广 IT、 特别 ,在 定义 中 全 ax = 一 1, 可 知 Y 一 一 弥 是 由 如 到 吾 上 的 
连 积 映 愉 ,从 而 拓 搂 藉 性 空间 一 定 是 拓 搂 加 全 2?。 因此 ,所 拉 从 的 一 般 
性 质 世 是 拓 搂 矿 性 空间 所 具有 的 ， 特别 , 拓 摘 荡 性 空间 必 是 正 黄 的 拓 
抄 空 间 , 也 是 (472) 型 空间 。 
广 2. 设 a€ 负 ,a 关 0, 那 末 


> ry ia 
Ee 


是 相 复 的 映像 ， 依 定义 ,各 两 个 映像 都 是 连 夸 的 , 从 而 % 一 az 是 由 古 
到 它 自 己 之 上 的 同 胚 映像 。 因 比 , 如 果 攻 (CE) 有 基 一 拓 拉 人 性质, 那 末 


i) 并 於 粹 性 空间 , 哺 屠 者 差 知 下 列 一 些 韦 : 
H. M. Lexidhann, Jekunn no ngmeiHof Mrredpe (BM 亦 检 蹲 , 一 次 代数 学 ); 
二 .了 吾 。JMIanEIeB，DCHEODEI nHHEiHOF Bared pe ( 柯 召 衣 , 畦 代数 站 矶 ): 
下， 已 ，TaHrMaszep，Teopar MaATPHL (条 如 记 , 算 障 论 ); 
TI. E. lllsxoa, BaeneHne 让 reopnt anHefiHnr npocrpagcrs, 1952,. Hatnaos， 
Finite dimensional vector spaces, 

2) 交 截 拓 杰 空间 点 拓 拉 天 的 和 步 知识 , 捕 誉 看 了 0. Ifonrparnt, HerpepupgMe 1py- 
mnmar 1954 ( 疾 一 成 有 英文 译本 )。 “ 
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atfa 天 0) 也 有 同 鱼 的 性 质 ， 特别 ,如 果 T 了 是 3206 五) 的 痢 域 , 那 末 只 要 
“二 0, 集 aV 也 是 xz 的 畦 域 . 

埋 3。 有 时 我 们 不 加 (型 的 假 坛 ,而 只 考 瑟 上 赋 尾 意 拓 撰 粘 令 的 
情形 ,授时 ,我 们 稳 忆 篇 非 分 玄 的 所 摸 稚 性 空间 。 过 名 蛮 不 其 精 俯 , 因 
篇 依 照 定 闵 1, 过 已 不 是 折 扎 厂 性 安 间 了 . 我 们 也 称 它 作 广 闵 拓 朱 烧 
性 空间 。 

个 ,1) 证 如 是 主意 集 , 设 定义 在 吕 上 站 在 数 城 站 中 取 值 的 某 些 国 
数 z(t)(5 E82) 按 平 常 画 数 的 加 法 请 数 乘 法 


( 十 3 三 (tt) + v(t), 
(tE 0) 
(arj{tt) artt) 


粗 成 一 个 上 上 的 烤 性 突 五 忆 。 特别， 如 巨 包括 如上 一 切 在 吾 中 取舍 的 
一 数 , 那 末 吾 表示 成 ff&)。 和 实际 上 ,可 忆 看 成 是 天 的 震 集 到 ,而 上 述 一 
般 的 瓦 是 下" 的 子 集 。 如 果 规 定 已 上 的 拓 朱 车 风 和 坊 下 上 平常 拓 搂 千 权 
的 攻 千 构 在 子 集 忌 上 钱 洲 出 来 的 相对 拓 朱 车 构 , 屠 末 ,已 中 点 z 的 一 个 
基本 郑 城 粗 由 一 切 如 下 的 集 租 成 : 

Uso t,o, ta e) {2 et) 一 wt) le, 1 Cian), 
得 嘉 契 E8&(1 扫 1 扫 %) 是 任意 有 井 多 个 点 ,是 任意 自然 数 , 6 是 任意 
正 数 . 过 矿 是 一 个 基本 郑 域 粗 , 因 篇 

Uror ty ee, bos S/O FE UC by on, ti; EL) EU wot Yo By, oe, tt £); 


。 。 扬 。 5 
Uh bs mat) So" TEXOO EE 
CU(awo; ty, 1 ts, €), 


过 襄 S(ao; 7) 表 示 数 集 { a | oo 一 al 之 四。 纪 而 定 六 1 中 的 两 个 条件 
满足 ,从 是 巨 成 知 拓 朱 米 性 空间 ， 
更 多 的 例 将 在 后面 举 出 ， 


1) 站 米 性 拓 赤 空间 中 ， 如 有 所 ,BB 基 两 子 集 ， 那 未 我 们 用 44 十 呈 示 示 集 1z 寺 捉 二 全， 
3E 吕 拉 而 如 机 是 # 的 子 集 , 那 未 用 1 财 .4 到 示 第 |az 1 ac 有， x€44j; 如 打 如 ={y}, 全 二 
三 {4} 各 只 册 一 个 元 棚 成 ， 刚 夫 盘 十 吾 . 可 直 各 简单 地 囊 威 4 十 wd， 而 有 区)} 
到 成 1 . 
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2) 反馈 ， 我 们 知道 Baire 替 实 闻 斌 是 粮 性 空间 ， 又 是 拓 朱 (中 
允 ) 空 间 , 但 它 却 不 是 米 性 拓 拉 空 测 . 实 尝 上 ,全 
= {1,1,1,..), 
小 末 
ty (i, 1,..., 4, 
计 * 一 ( 坟 ， 员 ” ”被 ” 让 
从 而 "(6, 二 z) 一 1, 即 二 + 一 >8(n oo)。 所 以 (mo)- ot 不 是 


连 鞠 映像 ! 

定理 1， 篇 了 数 域 贡 上 的 碟 性 空间 吾 是 折 灾 埠 性 空间 ， 必 须 上 旦 民 
须 巨 中 有 一 握 子 集 4# = {局 }, 满足 于 列 雍 休 件 ; 

1 NN UV- {9}; 


IE 好 

2) U,Ve—>WetuU, WcUNTY:; 

3)》 EL 一 > 习 7Et 使 了 VeU; 

4) 如 果 UEU, 那 末 必 存 在 VEN, 使 |la| 之 1(0 E>aVcU; 

5) 车 从 每 个 xX 《加 及 每 眉 上 UEU, 存在 一 数 aEFR, 司 XEaU. 

计时, 丘 拉 秦 性 襟 间 的 拓 朱 车 构 ,万 是 由 取 {2? 十 UH EH} 作 点 福 
的 基本 郑 域 粗 而 规定 出 来 的 (x* € 吾 )。 

诗 ， 注意 由 8) 可 知 ， 对 於 每 个 U 《1 及 任意 自然 数 %, 可 以 找到 
YY EU, 鸽 

V+V++Ved., 


如 项 
事 直 上, 取 芋 之 中 合 口 = 了 ,而 恢 欢 取 了 it El, 使 
Vet VicV TELS ik), 
那 末 
Vet t+ VcPTiit + Vc CV, 


一 一 一 oo 
DE 项 健一 1 项 


1) 在 纹 性 崔 问 中 ,我 们 用 各 喜 示 需 元 :如 “等 矢 "。 加 二 2 一 十 卓 =%。 我 全 有 0 .= 总， 
:= 刁 尘 任 音 xwtEE ,at 成立。 
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既然 和 世 2, 而 Fe 3 ( 依 1)), 和 从 而 

Veit VcCVit + Vet+et.…+ecrF,= VU. 

i 一 

区 项 其 2* 一 它 项 

证 ，。1) 必要 性 . 设 博 是 扼 拉 烤 性 空间 . 命 机 表示 昌 8 的 完 双 痢 域 粗 
(日), 过 时 , 1) 熏 2) 是 显然 的 ， 有 部 8 = @ 十 日 ,3) 是 和 4 十 9 的 
连 入 性 的 直接 和 后果. 今 脆 4), 由 准 (X,a) 一 > oar 的 连 午 性 , 对 从 UE 
£8), 可 以 找到 一 个 6 六 0 及 V,€ (98), 使 |a| 才 56, 9 EW 一 > ay€ 
ED 信 下 = 8Wi, 那 未 依 定 闵 1 下 2, 于 3B(9), 而 

IBI<1,%eH—>r = 62,2€W,,T r= Biz, 

生计 |B6| 才 56, z€ Wi, 所 以 Bx = (Be) EVD., 

再 辟 5)1，。 因 党 对 谎 一 切 %€ 瑟 ,0 .w= 日, 所 以 对 城 任意 x 及 任 
意 UEWB(6), 可 以 取 的 痢 域 下 ,使 

Ia 6=—>aV cU, 

特别 是 存在 a 玫 0, 使 urkaTcD 即 ze 二 U. 必要 性 妖 完 . 

2) 充分 性 .发 在 定理 中 诸 休 件 成 立 ， 合 

BLY = {v Vo, UB, Vo + D}， 
首先 恰 明 平 (2 可 取 作 3 的 郑 域 粗 . 依 1)， 
VEBr)—>R= 7+HEF, 
对 礁 任 音 V), TF,€ B(x)，, 存在 乙 :,， se< 人 ,使 
T+ UCcVA(lCi2), 
而 又 惊 2), 存在 环 《 有 ,使 不 CDnT 所 以 
t+ Wetw + UN + UD CV NY,, 
狗 堆 任意 十 己 E%(3), 依 3) 存在 了 TE 下 ,使 了 十 cc, 和 从 而 ( 央 
篇 8EU)VcU, 而且 
YEV—>Yy + Vor + Ved, 


La 
ym+ Va=>y+Vcr+U, 


从 而 zx 十 《V0y)， 稚 是 电 (7) 礁 满足 疾 域 组 的 性 质 ， 依 1), 由 慎 痢 
域 组 在 己 上 定义 出 来 的 拓 扎 烙 构 是 (7 型 的 .我 科 昔 明 按 间 个 拓 柳 烙 
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构 , (x, 2 一 十 YY (x, 0} 一 wt 都 是 巡 续 的 。 
对 训 每 个 十 十 CU ED 恢 3) 可取 玉 ERM, 使 FF 二 VcU，, 
所 占 
二 Firiy+ Vcriyi UU, 
即 和 1 2 十 是 由 二 x 歼 列 王 的 连 苇 了 映像 . 令 合 y= YXIY EK)， 我 
们 要 带 明 对 然 每 帆 DEL 必 存 在 3 >0 及 FEU, 使 
全 | < 一 > 二 ETTTT CH 十 了， 


vvT+tr 二 ee ot. 
篇 了 过 到 迁 一 上 且 的 , 先 依 3) 取 于 EU, 使 压 十 证 CU， 和 钱 已 固定 ， 
可 摄 全 这 90, 使 la| 之 训 一 ax 用 ,和 芝 是 可 能 的 , 因 篇 依 4) 先 有 取 TF. 
EU 届 
IT- 三 
拇 依 6) 取 户 半 0, 使 x&€ BIH, 所 以 
1 
EE 7B 
起 自然 数 N = [jr| + 芽 (这 表示 不 超过 iY| + 工 的 最 大 整数 )， 依 3) 
取证。 使 ( 见 本 征明 前 的 主 ) 
环 。 十 琴 。 十 … 二 cH, 


rr 


三 人 —> oar EaBl cH 


入 项 
由 4) 取 到 ,使 la| 之 1 一 >aWscCI;， 骨 是 合计 = [7 上 1 一人， 
而 1 < 2, 那 末 
人 + IWC + dF, = Lr| + 1],c 
CW + Tc 


N 顶 
分 3 = min {6, 31f 0)， 那 未 
|<3- 一 rr+e)TFiCT 二 下 CT 
兆 完 . 
广 、1) 取 任 意 态 性 空 洁 呈 , 取 其 一 族 纺 性 子 空 间 = {8S,} ej, 使 
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满足 下 列 族 休 件 ; 
iy 门 S. = {0}; 
Ef 

iiy S,, Se S—> SNS, ES, 

芭 7 必定 理 1 中 的 4, 闭 末 定 理 1 中 的 1) 一 4) 都 满足 , 因 篇 S. 十 SS. 一 
=S,,0S8,. 一 3.. 恢 上 面 定理 齐 分 性 的 证 上 明 , 忆 在 马上 定义 一 拓 换 咎 梭 ， 
但 百 碍 不 是 坦 吉 所 计 缕 性 拓 枢 空间 ， 因 需 珊 x 关 日 , 而 朋 表示 吾 中 
不 合 z 的 一 个 钱 和 性子 空间 ,于 末 33) 个 5， 注 覃 ， Baire 雾 空 轴 瑟 是 

过 一 上 类 空间 的 特例 ， 秆 时 工 = {1,2 ,3 表示 空 浊 中 前 如 个 坐 
标 冯 0 的 数列 所 组 成 的 线性 子 空 | 则 。 过 二 性 空 肖 的 研究 与 各 辟 所 论 
者 继 关 ， 

2) 非 (7T,) 型 的 拓 朱 竺 性 空间 的 特 微 方 是 2) 一 5) 归 工 的 溅 弱 形 
耻 下 

1 UN—>U 8. 

3) 定理 1 中 的 条 件 便 於 检验 ,所 以 在 季 别 一 个 黎 性 空间 能 愉 成 起 
拓 朱 芒 注 空间 时 , 副 些 人 条件 比 定 六 工 更 便 礁 使 用 。 

例 1， 空间 见 (92), 设 玫 示 一 局 部 肾 拓 拉 空 间 { 例 如 歌 雁 里 得 % 
蕉 空 了 出 瑟 ") ,而 员 (2) 表 示 定 闵 在 号 上 ,在 数 域 下 中 取信 站 卫 在 莫 ( 随 画 
数 而 求 同 的 ) 聚 集 外 等 走 0 的 函数 3) 的 至 体 ， 者 个 聚集 吓 谨 相 麻 丽 
数 的 支柱 . 全 4 表示 如 中 紧 集 所 成 的 族 ; 售 

Upe = {2 lt D> r(t)|< es), 
壮 变 DEI。 >0. 不 纵 看 出 和 pe|D& 4,s >0} 满 足 定理 1 中 天 认 
41 的 休 作 ， 从 而 郧 (2) 按 申 上述 拓 摸 车 构 形 成 拓 朱 发 性 空 章 ， 注意 在 
代 ( 昌 ) 中 ,Xl) 一 (4 表示 而 数列 {X(t)} 在 旭 的 每 司 紧 集 上 一 数 收 
艇 於 2 人 Et) 

例 2， 空间 . 设 三 表示 定义 人 在 ?办 葡 办 里 得 空间 召 * 上 的 一 切 恩 
寓 次 可 微分 莫 满足 下 列 休 件 的 槛 数值 男 数 xXx(t) 的 全 体 ， 对 座 任 合作 = 

一 《Di pw，Dn) 及 自然 数 9 , 存在 常数 Cys, 使 
[Drw( ty):: 


-Cpe 
= 十 | 


第 作 间 打扫 杰作 他 因 沦 闪 2 


省 对 上 二 (名 ,是 加 数 粗 , | 四 二 NY 攻 于 共 二 下 十 总 ,DD= (py 
Dar Dn ) 表 示 名 策 整 数 形 成 的 数 粗 ,而 . 


Drr(t) 三 Ot7rt HP w(t, “iy ta 
Ot Ot Dt" 


从 
Vom, q;e) = {2|(L + Ip) Dr) Ee, |p| mn}, 

还 喜 = (ppa) ,Pl 二 MN 入 十 借 十 下 十 灌 , 仙 ,9 是 自然 数 ， 

s 汪 0.。 不 难 栈 明 , 是 福 烤 糙 空 间 , 而 17(Pa ,die 自然 数 ， 

ea >> 0} 满足 定理 1 中 的 控件 。 事实 上 ,如果 z 合 在 一 切 下 (22 918) 
中 , 那 末 针 专 一 切 = 半 0， 

#2) 


TD<* 
从 而 zt 一 DIEERR)， 双 
VOm, EIN VN, d1; &1) > 
Vmaxtm, MIX 4), min(e. 81)), 


V (m. Qi 二 ) 十 下 (m, a $) eVm, gq; 8), 


lel—>aT(m, qe CV(m, q;e). 
取 %<Em, 取 固 定 的 Vm, 9;5), 奢 末 依 达 的 定义 , 滋 礁 任意 及 自然 
数 4, 存在 Cn 使 
(1 + PID) | Cpe. 
所 型 
【1 十 P| (ss max Coo Co, 
轩 | 而 过 
因此 


Tm 一 一 人 ET 人 gq;e). 


基 是 侠 朋 了 了 是 拓 搂 栽 性 空间 .注意 ,在 三 中 ,ze 一 2 圾 表示 20 人吉 
的 各 阶 洒 数 部 "zx(t) 在 每 个 肾 集 CE" 上 一 致 收 敌 圾 卫 "x(t， 在 且 娄 
雁 尾 意 自 然 数 gg 及 P= (0 …， Pn}， 必 存在 一 个 种 让 扰 天 的 正常 数 
Cpa 使 
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Cpg » 
(1 + i 
位 3， 空 间 下 ， 设 天 示 只” 上 一 切 欣 帘 次 可 微分 的 窗 数 值 画 数 
的 全体 所 组 成 的 线性 空间 ， 命 
Vim, es B) = {z(t)|s € @,t€B, Ip mo—>lD?x(t) | e). 
注意 
Vim, es 门下 (0 6&1, BIOV(mMax(m, m1), min(e, so): BUB,), 
已 ， 号 . 。 
Vv (m, 5;B) + V (m, £; B)cV(m, e; B), 


IDrze(t)| < 


a1=—>aV(m, ey BYCVOm, 0; B)}; 


而 半 於 任 总 2%《 攻 及 固定 的 紧 傈 和 拱 自 然 数 澡 , 数 8 汪 0, 命 
天 一 SuP | 人 有 让， 


(人 SE 


邢 未 显然 & < co， 而 二 7(m，ei 号)。 因 此 亚 以 看 出 多 是 拓 所 料 


性 窑 前 . 在 多 中, 2 人 一 2( 扫 表示 za 人 t) 的 各 哄 游 数 D?xw(8) 在 RR* 
的 每 个 有 界 集 上 一 致 收 侣 诅 0. 

合生 ( 反 倍 )， 空间 多 设 名 表示 定义 在 R* 上 的 一 切 在 荣 ( 依 
束 共 面 数 的 ) 肾 集 人 外 等 从 0 的 无 寡 次 可 微分 的 槛 数 秆 丽 数 x(t) 的 全 朵 . 
分 

= (mm, B;s) = 

= {rk ,tt Bo>x(t) = 0, PIS m=>lD?z(t)| < e), 
过 喜 m 是 自然 煞 ,。 > 0, B 是 R* 中 的 紧 集 ， 注 意 

= {V(m, B;s)} 
注 足 定 埋 1 的 1) 一 4), 但 不 满足 5), 央 需 站 果 
{tw TEN = B, 

那 未 ,可 分 紧 集 B, 和 与 8 不 相交 , 播 论 如 何 取 数 a, 焰 不 能 使 XEeVtm; 
Bi; 8s), 和 从 而 多 不 是 拓 搂 态 性 空间 ， 

土 评 各 种 空间 ,常规 定 xitt) 一 x(t), 是 指 看 在 聚集 CR", 使 对 
郁 任 意 自然 数 0 及 s 半 0, 必 存 在 一 自然 数 mm = ?le, 人 ma) ,使 
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Ek>H—>e EE Vm; BB; 8). 
蓝 种 空间 多 叫做 价 拓 朱 简 性 空间 ， 
位 5， 识 (加, 上 是 一 条 测度 空间 ,站 是 相应 的 测 应 "个 M(B ,2) 
涨 东 召 上 一 二 按 测度 请 殖 通 有 界 的 可 测 实 值 画 数 的 全 笨 ; 合 ? 
Us = {2(6)| zeazo(B ilzCbDi<e pp， 
赎 末 定理 1 中 的 人 条 件 2) 一 5) 都 满足 ,1= 40 0}。 蕉 是 了 0( 声 ，A) 
是 非 分 见 的 拓 搂 态 性 空间 . 
铺 6， 设 Sof 吾 , 2) 表示 测度 它 间 (加, &) 上 一 切 可 测 且 吾 沁 有 家 的 
{ 寄 或 复 值 ) 画 数 x(t) 的 公休， 分 
Us,s = {z] 6 人 ef > = < 引 ， 
诈 避 。 s, 是 两 个 十 数 , 球 末 
Us,sN Ue,,s DO Umaxeen: mints Sn 
Uep,s tT Uen, sp Us,s; 
lel 1—>aUe,s CUs, s. 
汗 坟 定理 1 中 的 3)4) 骨 满 足 。 箱 定 6 六 0,5>0 及 XE SA(E,n)， 
那 来 ,由 蕉 2z(t 轨 至 温 有 寓 , 所 以 
中 = oo = 0. 
但 


RDls ee = NN fz 


=] 


| 
所 以 如 时 A 之 十 00, 必然 * 
0 = | ti Xl = co =: lim | tet) | al, 
和 从 而 对 苓 ¢ > 0， 怪 存 在 EI 然 数 Ro, 使 对 雁 每 个 节 > to, 
ti 6. 

”1) 例如 昂 Halmos, 测度 论 或 河田 航 履 , 碟 分 座 . 

2) PB.P， 力 是 法 天 presdue partont 的 捧 稼 ,意思 全 是 “全 : 通 *. 

3) 党 CB)= 十 wm 佬 , 定 揭 ] 中 的 供 肯 5 不 必 成 立 。 例如 台 =] 一 ,十 [Ct 


则 xw( 直 ESCE, PR 表示 Lebesgue 神 度 。， 道 时 满足 jx(E)| 宇 4 的 所 粗 成 和 他 
忆 是 测度 手记 的 ， 
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«| lad < 
即 二 CEU,s, 


我 们 过 明了 了:; 当 KCE) < 之 00 时, So( 世 ,上 4) 是 广义 扼 朱 税 性 实 间 ， 

定义 2， 设 4 是 一 侦 定 向 千 序 集 , 召 是 数 娥 x 上 的 栽 性 空间 。 所 
剖 忆 是 赋 众 秀 的 窄 间 ， 是 指 对 蕉 每 个 (z，d) 《如 x 4, 有 一 实数 [zs 
相应 ,吓人 和 做 之 的 伪 芳 数 , 满 是 下 刘 人 条 件 ; 

1) |ixhlz 守 0, | 介 且 篇 了 X= 日 ,必须 且 只 须 革 可 一 切 4 4 ,|| x 一 
= 0; 

2) 对 惟 每 个 a x, XX《 EE, 4€4, exlls = |alllzlla; 

3) 半 准 每 个 et 4 必 存 在 deE4, 使 对 专任 意 < & ,||xt 十 yl 志 
rlle + Hl 

4} dt ~ el(d, e € 4) —>||zll S|. 

和 zilod & 4 时 做 赋 价 范 粮 性 空 草 巨 上 的 信和 范 数 族 . 
个 证， 侍 赋 众 箔 态 性 空间 吾 上 可 以 定 闵 拓 反 车 粮 如 下 : 
| 

Ue = {2 |r €E, leh < 
前 售 
B= Ueat 4, >0}. (1) 
由 二 可知 定理 1 中 的 1 成立. 如 站 ,出 & 了 ,由 定向 集 的 定义 相知 存 
{aed, 人 a> > 党 5 = min (81, 52) 了 用 ， 
Ua CU gal U aes, 
居 欣 dt 4, 按照 83) 取 ee 4 章 末 
ET 二 TI 


lc Ue, 
Bi 
le al< 过 一 > 人 ET ae， 
EE 四 +1 
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所 上 凡 贞 (1 中 规定 的 1 满足 定理 工 的 人 条件 1) 一 5), 和 从 而 县 供 范 塘 性 罕 
间 成 党 拓 搂 线 幅 空间 。 过 于 的 拓 朱 入 构 是 做 由 僧 范 数 族 们 x|la |4 《 4] 
规定 的 。 

全 1。 沽 察 定 闵 1 下 例 1 中 的 护 撞 蕉 性 空间 如 ， 取 了 各 和 集 吕 中 一 
切 有 帘子 集 技 照 包 含 关公 己 序 交 而 各 成 的 定向 什 序 集 。 夫 定 潮 乒 小 
ED,xek, 


iizhle = max|w(t}, 
了 并 


部 未 定义 2 中 的 1) 一 4) 部 蔗 必 ,而 及 3 针 於 届 一 上 成立。 
伍 2， 在 器 (8) 中 ,全 关於 台 中 紧 集 BB， 


llzlls = maxlz(t)|, 
EE 


而 紧 集 族 D = {B} 按 色 含 关 傈 序 坎 , 那 示 由 作 范 数 族 人 zlis 
定 的 拓 搂 粘 构 就 是 在 定理 1 下 例 1 中 规定 的 。 
全 3， 在 3 中 ,全 


Hz hmm = Miax [Drz(t)), 
上 有 Ja 了 rt 
ZE 后 


而 全 司 二 14B, 3)) 篇 由 怀 " 中 紧 集 召 与 自然 数 灾 宜 成 的 序 偶 按 关 必 
{B, mm) 下 【下 Mm) > BoB, mm 

序 欧 而 成 的 定 疝 全 序 集 , 那 末 学 成 得 赋 偶 范 黎 性 空间 , 广 且 内 寺 个 向 范 
数 族 决定 的 丘 搂 套间 就 是 在 定理 工 下 例 3 中 所 规定 的 ， 

例 4。 者 镜 性 空间 io( 三 , n)， 设 4 站 示 加 中 一 切 &- 测 度 狂 检 0 
的 集 按 包 合 并 傈 二 查 成 的 年 序 定向 集 : 

dd, di > ch. 
Er 
lx = sup lt) |. 

道 时 不 能 保 苯 Hzils 达 十 0, 而 且 1x|ls = 0 几 d6 4<=> tt) p.p. = 
一 

定理 2， 需 了 数 域 扩 上 粮 性 空间 是 拓 朱 和 辐 性 寄 间 ， 必 须 卫 只 及 
它 的 拓 乒 烙 灼 可 以 由 一 族 丛 范 数 规 定 . 

志 . 充分 性 已 经 在 定义 2 下 驻 中 证 明了 ,现在 租 明 必要 性 。 


B< DD] 直 
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设 吾 是 拓 朱 业 性 空 尚 。 按 定理 1, 上 尿 一 个 满足 定理 1 中 休 件 1) 一 

5) 的 子 集 族 4 命 4 表示 4 按 包含 央 你 二 序 突 而 得 到 的 定向 秆 序 集 : 
Ui > Ue> UcU, (UU, U,€ ln), 
依 定理 1 之 2), 这 个 序 集 确 是 定向 的 。 必 要 时 用 一 UNU 代替 UU, 可 
以 设 贡 中 一 切 集 加 都 是 对 称 的 : UU = 一 U， 这 是 可 能 的 , 因 和 党 对 种 妆 
域 粗 威 日 的 其 本 剖 域 家， 规定 
llzlje = inf {alle aU}. 

依 定 理 1 的 5), 灶 伶 每 个 XE 忆 ,UV EU,|ixjlv 是 有 定义 的 实数 。 设 对 
共 一 切 U E41zlle = 9， 于 示人 恢 定 理 上 的 4)， 对 起 每 个 也 上 11, 存在 
下 EU 使 |a| 夺 1 一 >aF ScD, 而 因 篇 xiv = 0 ,所 以 对 走 每 个 E>> 
090, 存 什 0, 使 la|<5,WEaF。， 如 之 1, 央 XEDU， UEU 底 是 任 
意 的 , 依 定理 1 的 1), x = 日， 由 瞧 


ra > 之 ET to 30)， 
a 


定 六 2 中 的 2) 是 题 然 的 。 取 任 意 也 EU 恢 定 理 1 的 3), 取 环 EL， 
使 四 + 王 C 忆 .和 成 4) 取 FE 使 
lz 二 1=>aV cHW, 
如 果 |[zlr< 5 12 < 人, 瑞 来 必 存 在 数 力 , 和 %, 使 
< [| 


所 以 - 
yt Fol, 

但 

ev. 

| 及 | 十 | 六 | 2 + 7! 
所 以 

THE dm + [liU., 

因此 


上 |* 十 wl 37] 二 12a| < 0 ff 
旗 然 过 个 不 等 式 针 从 一 切 满 还 
.6 | lly, 6 | yiy 
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的 正 数 5 ,5 成立, 可 知 

iz + glle & lel 上 ly. 
如 果 VcUT, VEN), 于 霖 xXEaF 一 > Tea ,和 从 而 

llzlle < 1hy. 

扒 是 着 明了 划 :elh| Ye 吉 是 镁 是 定 闵 二 中 族人 外 体 的 一 个 坊 范 数 族 。 剩 
下 的 力 是 要 咏 明 ， 壮 一 族 仿 系 攻 所 规定 的 拓 把 丫 铺 惑 是 已 上 原来 的 丘 
拓 千 楼 。 事实 上 ,得 了 由 z 人 pe < e, 必须 且 只 须 存 在 a 使 lal<< es 诈 
taU， 温 蛙 ， 


rEaU —>r€ Up. 
反之 ,对 礁 每 个 Ft (日), 存 存 UB( 晶 ), 性 
oj 之 工 一 > acCT 
从 遇 忆 raCF。 蕉 完 . 
定 闵 3 揽 数 域 丽 上 的 续 性 宗 浊 召 中 的 集 汪 是 租 均 衡 的 ， 是 指 对 
於 每 个 实数 8 与 每 个 ze 4 , 必然 
cHr€E 4. 
盐 。 壮 是 实 线性 空间 中 对 称 集 ( 即 2 4 一 > 一 2E 的 由 然 挫 
广 ， 
定理 3。 在 复数 (实数 ) 域 上 上 的 拓 撞 名 性 实 湖 五 中 ,68 的 内 稀 ! 时 
和 顶 ) 部 域 形 威 它 的 一 个 基本 畦 域 刺 . 
王 . 设 包 是 满足 定理 1 中 休 们 1 一 5 1} 的 一 视 寺 集 , 竹 向 起 日 的 一 
个 基本 闻 城 粗 . 革 埠 每 个 EU, 般 定 2 
U = NU asE, = 二 
由 定理 工 的 4) , 圣 英 每 个 了 《1 必 在 在 TE 使 
lal 过 1=—>oaV cu, 
因此 . 、 
= 1 下 一 > 二 Tc Bc. 


所 以 VcU,cDU, 避 就 是 说 , [|U < 册 形 或 9 的 一 自 基 本 潮 感 钵 ， 个 
1) 营 下 规 实 数 虞 时 , = 一 DU 门口 ; 党 下 是 筑 开 城 时 , U1 = 站 fei 相交 条 二 2 于 


0 折 找 从 间 松 区 


落 思 是 均衡 的 ( 角 称 的 )， 事实 上 .对 锥 每 个 zx D, 葛 每 个 满足 |)| =1 
的 数 & 6 着, 有 12 也, 备 而 对 亦 每 个 斑 足 lx| = 1 的 4K,|k| = 1 一 > 
一 > AzE1iD ,所 以 wx ED， 苯 完 ， 
定 藉 4， 坊 性 突 碍 中 的 集 和 4 是 伍 中 的 ,是 指 对 蕉 任 凌 x,y& 4 及 满 
是 0 之 a 之 1 的 实数 a, 必然 
aw+ (lalyeAd., 
例 . 在 只 台中 , 集 
Ug,e = [zeB 一 1z(b < 
(BB 是 8 中 紧 子 集 , 5 半 0) 是 古 的 . 在 三 中 , 集 
Vom, q;e) {|(1 + 1tP)" Drv(t)|s s, |p: < om) 
是 晤 集 、 柱 妇 中 ， 
Vim, es B={e|r 4 ,EB, Ip m= Dr(t)| < e| 
是 凸 集 ， 存 So( 五 ， ££) 中 ; 集 
Us = {za{ tc > | < oe) 
不 必 是 是 集 ， 例如 取 。 = 圭 ， 如 一 [0,1] ,+ 表 平 常 的 Lebesgue 测度 ， 


全 [9, 1] 中 有 十 不 交 区 间 4,B, pA = Ee HB 一 全 3 分 zx, 3 各 表 


丸 , 吾 的 特征 丽 数 ， 球 未 Hl E De.s, 但 如 = 过 ， | 


at {1 ay€el,.,, 
定 蒜 5. 嫉 性 空间 巨 上 的 信 芳 数 ||x|sz 叫做 所 范 数 , 是 指 它 满足 三 
角形 不 等 式 : 圣 雁 任 罕 2 y EE, 有 
lz + yh < zlle + Hyhle, 
如 困 握 芳 数 ||*ills 浊 满 足 
Y= 8->lirlle = 0, 
lz 有 叫做 基数 ， 楼 性 空 时 , 赋 忆 由 一 个 范 数 决定 的 拓 搂 精 构 ， 叫 薇 赋 
和 范 却 性 空 浊 . 
个 1.、 定 闽 2 下 例 1 .2、3 中 的 人 慢 秀才 都 是 气 范 数 ， 
全 2 如果 如 是 紧 (7) 型 空间 ， 而 C(2) 形 示 品 上 一 切 连 征 ( 资 值 
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或 寅 值 ) 机 娄 全体 所 形成 的 禾 性 空间 全 


| 这 || = max|: z(t)|, 
记 来 不 购 看 出 |x1 是 秀 数 。 但 定义 二 下 例 工 中 的 报 范 数 几 ?和 当 呈 是 
仪 帘 集 蛙 不 是 范 数 ， 
倒 3， 考 察 [0, 1 上 一 切 可 测 划 几 9 灾 款 有 和 的 画 数 全 体 既 , 授 
各 0 之 1 之 1 分 


1]| = | ae dt| ， XELY, 


不 峻 瞪 明 


i 
EE 
从 市 如 果 ,yDLT 十 也 舍 人 帮工 " 中 , 即 大 ? 是 米 尾 空间, 全 | 全 外 一 


二 2 "zl, 那 来 自然 数 澡 的 至 隐 榨 照 自 然 序 六 是 定向 全 序 集 ,而 
| 宇 |h m=,.… 是 堪 敌 数 族 ,但 
[xi = 0{(— 荆 22) < 人 > 人) = 0 Dp, 
| 十 wb < ||: + yh 
但 上 zi 不 是 所 和 范 数 . 
定 闵 6， 数 域 上 上 的 拓 朱 禄 性 家 消 百 是 艇 局 部 下 的 ， 是 指 在 石 中 
9 有 一 由 凸 集 租 成 的 东 本 劣 域 租 ， 
定理 4。 数 域 才 上 的 局 部 凸 后 搂 悉 性 空间 妨 中 壤 元 日 恒 有 一 基本 
狮 威 组 ,其 中 等 一 岂 域 下 但 是 凸 的 ,i 且 是 均衡 的 (或 对 称 的 ,如 果 天 是 
守 由 所 )， 
只 须 苯 明 在 定理 3 的 性 明 中 ,如 发 斩 是 凹 的 ， 相 应 的 Ui 册 是 
凸 的 ， 
D =- NU Te 丹 . 
吾 福 上 ,如 果 z spD0 近 xs ll= 1, 屠 未 
由 
所 以 
2ar tT (lo)y)eU., 


RS 拉 盾 党 草酸 洽 


即 对 於 每 个 满足 | 中 一 工 的 人 6 攻 ， 
ca 十 (1 -oa)y EAD, 
和 从 市 
ar 十 【1 -ED 
注 。 注 意 , 如 了 到 已 乱 内 衡 匡 本 的 , 曲 水 
al te Ula = (ADeeU, 


而 图 | 遍 | = 如 果 天 0, 管 4 = 0 纤 ,141 一 ,从 出 括 瀹 如何, xe 


EU , 诈 就 是 襄 , 道 时 定理 1 中 条件 4) 村 以 加 强 成 
lals< 1=»aUcU, 
定理 5， 篇 了 数 城下 上 的 拓 摘 粮 性 空间 吾 是 局 部 凹 的 ， 几 须 目 只 
须 忆 的 拓 谈 粘 构 可 以 由 一 族 嵌 箱 数 作 : 由 所 < J 规定 ， 
帝 1)， 充 分 性 . 设 有 一 族 插 秀 数 划 zlle|ese4} 规定 已 的 拓 搂 灶 构 ， 
而 合 Uz,e 是 定义 2 下 鞋 中 所 规定 的 轿 域 。 如 时 
wd Vn, OLal, 
六 末 
lax + (1 — oviis lar -ll 一 ozylle = 
= oz +t (loolyiyes + {1l— a)e = 6, 
所 以 
ori (ly Ue, 
即 Uae 是 出 的 。 径 然 (04.e]de 4,。 汪 0} 是 8 的 基本 关 城 粗 ,所 以 巨 
是 局 部 凸 的 ， | 
2) 必要 性 . 设 巨 是 局 部 呈 缠 性 守则 ,从 阐 依 定理 4 人 可 设 9 有 一 站 
本 帮 域 硼 1 = {0}, 使 每 镜 吕 E11 是 听 衙 :对 帮 ) 且 凸 的 。 定义 供 驳 数 
zlleCZ <) 如 定理 3, 令 疏 这 些 贷 范 获 消 是 三 角形 不 等 式 ， 事实 上 ， 
在 定理 2 的 诅 明 中 ,如果 
上 < 6 lire 2 
部 末 必 存在 加 , wr ER, 个 0 < 人 jn < 看， QTml < 52, Wi 
TE mt, YE nb, 
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从 而 使 严 的 凸 性 合约 衡 ( 圣 稀 ) 性 ,可 知 ( 见 定理 4 下 的 证) 
relm|lU, ye|mlU. 


识 研 
E+ mm ,Ye 
[| 十 | 和 | | 十 | 各 | trl [ml |wal ll 
所 上 纱 
lx -FF ylle s| -< 人 十 总 
访 然 调 关 zl 搓 与 页 定 才 是 任意 的 ,所 以 
ix + he [lv + wlle. 
尘 闻 7， 数 域 玉 上 的 拓 朱 科 性 灾 则 二 中 的 集 胞 是 做 有 界 (或 脱 ) 的 ， 
盐 指 兰 南 台 的 每 个 半 域 也 ,存在 xc 使 4cez， 
下。 利用 关 定 拓 摘 粮 性 空 此 五 的 拓 杰 桔 裤 的 储 夭 数 点 ， 可 以 把 有 
界 集 构 念 定义 如 下 ;篇 本 柴 4 是 有 界 的 , 忆 痪 且 只 须 对 於 每 个 4€ 4, 存 
仁 +# 守 0, 亿 
过 一 2 < 
事实 上 ,这 休 件 遂 明 


AcnUa = FV.e, 
秩 竹 有 是 有 界 集 ;| 三 肥 之 ,和 如果 夺 caU, 那 末 
t=>|lrb a 
撞 ， 在 (2) 中 ， 
和 且 二 人 ef A(t 1, te 2), 
师 趟 和 4 是 有 界 集 , 关 篇 对 崔 定 猴 2 趟 例 工 中 的 每 个 n， 
XE 4 一 >| | < 
i 


各 4 
s" 
从 而 26 二 Use。 但 如 8 是 扰 窟 集 .而 4d 表示 2 的 一 个 有 守 于 集 , 洲 末 


47 到 { wt a [et)|< 1, cf 
不 是 有 界 集 , 因 得 取 双 入 吕 人 和 中 的 有 密 子 集 . 那 未 针 放 那 域 
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Use = {zlzefo2),lzle < oe}: 
扰 葵 az， 
a 叶 ed ye. 
定理 6。 亨 拓 朱 烧 性 实 间 五 中 ， 
1) 有 宫 集 六 是 上 月 界 焦 ; 
2) :及 定 多 个 有 界 集 的 合集 仍 是 有 界 集 ; 
3) 有 罕 多 侦 有 界 集 的 和 44 二 … 十 本 。 必 是 有 界 集 ; 
4) 有 界 上 集 的 子 集 仍 是 有 界 的 ， 
证 . 4) 是 显然 的 . 依 定理 1 的 5), 由 一 和 侦 元 粗 成 的 集 是 有 乾 集 ， 
狂 而 本 定理 中 的 1) 是 2) 的 籁 果 ， 需 了 征明 2), 依 数 学 由 编 法 只 须 孝 
察 负 个 有 界 集 BB,, Bs 的 情形 .由 4), 报 妨 设 Bl,， Bs 都 舍 昌 , 但 在 得 条 
件 下 , 2) 区 是 3) 的 和 后果。 现在 就 六 = 2 的 情形 杂 明 3)。 潜 察 9 的 任 
意 部 域 品 ; 到 日 的 痢 域 让, 斌 ,使 玉 二 WCU, 询 使 
lol 和 1==>aV cHW. 
恢 概 定 ,存在 力 , 725B, 吉 v 关 0 关 7, 使 
Bcnr, Bcr Tr. 
所 以 
BUB CB +t BcrVi + Yor. 
wt B, rt B77 EP, rE FR 


Eh ew i 
Intlrl rr 二 il 为 ntitr| 
竹 册 
2 十 ae (ri| 十 ra ， 
道 就 是 说 
BIUBCB, + Bcdn| + |7rs)U. 


定理 7 了 7， 在 拓 朱 楼 性 空间 互 中, 需 了 集 4 是 有 界 的 , 必须 且 只 须 圣 
喜 寻 中 每 一 元 烈 (TH = 工 . 2 ,每 一 收 仇 让 0 的 正 数列 (人 ， 元 
烈 (4afo) 收 数 臣 0, 换 句 话 遂 ,对 南昌 的 每 个 半 域 吕 ,存在 自然 数 和 5, 使 
Nn EU, 
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诗 。 有 异性 的 过 一 表 志 形式 是 由 Mazur 与 Orlicz 提出 的 (1933) . 

证 。1) 齐 从 性 。 珊 4 满足 定理 中 的 由 件 ， 如 归 冯 不 是 圈 的 , 必 存 
在 台 的 一 个 济 域 ,使 对 蕉 任意 自然 数 丸 ， 


lAacU, 
入 

即 在 本 《和 ,个 
— x EU 


但 另 一 具 闻 ,使 巾 定 , 当 2 是 够 大 时 二 zx, 《DU , 得 出 矛 后 ， 


2) 必要 性 、 设 是 出 集 . 取 昌 的 任意 剖 域 口 ;让 8 的 兰 域 ,使 
18| 壹 1 一 > BVcU. 取 下 数 a, 使 a4cT, 发 2 一 0, 必 在 在 知 ,使 
2 


Nt EA VV, 


十 就 古寺 ， A > 8. 


定理 8。 如 华 数 域 站 上 的 拓 拉 小 性 守 尖 睛 的 一 个 姥 竹 于 宏章 在 是 
县 广 闵 Baire 性 贤 的 ,上川 林 它 或 者 是 第 一 欧 的 ,或 者 与 五 重合 


语 . 和 桨 先 社 意 数 域 站 的 拓 抽 纺 忻 空 沿 是 联通 的 . 事实 上 ， 任 意 
主线 atte 0.7 划 定 ) 南 年 译 荆 同 蚂 ,从 而 是 无 中 了 暑 通 子 集 . 所 LL 
证 任意 凡 这 关 合 可 筑 介 共用 蕉 卢 中 一 个 联通 集 。 依 基 省 性 的 定理 ! 销 
一 保 ) , 古 起 联 肖 的 。 依 拓 朱 妥 的 一 个 性 总 ,如 GG 是 第 二 钨 的 , 那 末 如 在 
五 中 是 解 开 且 困 的 ,从 而 各 = 二. 


3 2， 线性 涡 画 数 慢 线 性 算 子 


定义 5， 由 数 域 天 上 拓 搂 粮 性 空间 已 到 关上 拓 所 芒 性 空间 二 中 
的 加 法 次 性 速 种 吻 像 中 做 由 玉 型 下 中 的 总 性 算 子 ， 特 别 . 如 果 开 , 是 
一 漆 的 { 妈 二 == 五 剧 相 床 的 厂 性 算 地 是 做 上 上 的 名 性 洲 丽 数 . 

定理 1。 往 了 由 拓 朱 稳 性 空 章 台 到 拓 搂 粮 性 襟 间 EE 中 的 加 法 桨 
性 算 子 人 是 过 转 的 ， 必 须 瓦 只 须 台 放 每 由 egE 4d, (4 篇 租 十 相应 的 仿 
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第 数 族 上 所 属 的 定向 生 序 集 ), 必 存在 Qt 4(4; 需 与 五, 相 赂 的 ; 侦 条 数 
族 所 属 的 定向 生 序 集 ) 及 & 守 0, 使 圣 胡 每 个 26 五 ， 
(Tz]k < lz lle. (1) 
座 ，,1) 必 归 性 。 设 了 是 黎 性 算 子 ,而 设 () 不 成 立 , 即 设 丰 在 ez， 
伍 对 乱 任 意 自 然 数 人 及 竺 个 E 4 必 可 找到 一 个 元 zzE 百 ,全 
JP,alle >> 2 || ,a la. . {2) 


考生 序 定 向 点 列 


Tod 
(Gh) {3) 
六 豪 站 序 (2, 有)>(W', 人 ?是 按照 
RE, 
起 定 的 ， 因 篇 . 
、 | Tia 


， _ | 
ei nla,erlia’ ,< 


所 以 对 於 日 的 么 个 著 始 0 = Uae. 只 项 取 7 > 过 及 d' > d, 即 可 使 


1 
避 


nd 
区 gase He 
遵 万 是 襄 ,点 刻 (3) 收 葡 截 引 ， a )| 
jz Tu.d 
BT. i) 


入 全 的 连 秆 性 六 后 ， 
2) 充分 性 . 发 (1 或 立 ; 纹 (rsjs 是 加 中 一 个 收 散 评 @ 的 定向 牛 
序列 取 定 8 半 0 及 e& 4. 依 (1) 可 取 4 及 5&5 半 0, 使 
(Tz lelle. 
央 篇 (2 收藏 秦 日 , 可 取 oo, 使 
o> go> illrells < ef, 

gd > so—> | Tr < e， 
过 就 是 栅 , 兰 放 可 中 等 点 8' 的 任 音 痢 域 UV = Ue, 存在 co, 使 

o> so0—> Tw, EU,e, 


所 以 
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所 以 (TX) 玉昌 ,因此 了 在 日 处 连 炉 。 由 了 的 加 法 性 不 肉 看 志和 到 处 
过 六. 

条 . 粮 性 算 子 把 园 集 映 成 国 集 ， : 

砍 。 设 和 4 是 | 中国 集 ， 即 儿 礁 每 一 个 254, 存在 实数 ka >0， 
使 |zil < 之 ta 对 论 一 切 2 是 成 立 ， 所 以 对 英 每 一 个 ee 小 , 依 定理 1 
中 之 (1), 存 在 4& 4 使 加 然 每 个 ze<4， 

[Tzlk < ll ka， 

即 了 (和 4) 是 上 中 的 轩 集 . 

广 。1) 定理 寺中 所 膛 关 堆 了 的 性 质 () 时 做 六 性 算 子 的 团 性 
{ 一 有 界 性 )。 定 建 工 可 以 表 逢 如 下 :篇 了 粮 性 算 子 了 是 连 芒 的 ,必须 县 
只 须 它 是 园 的 . 

2) 特别 ,由 定理 1 可知: 由 赋 范 粮 性 空间 EE, (其 范 数 篇 x|h)4 瞬 
和 范 艇 性 空间 Eo (其 范 数 是 ||%b) 中 的 加 法 次 性 算 子 了 是 连 种 的 , 忆 纪 朋 
只 须 和 是 转 的 , 即 存在 睛 六 0, 使 对 骸 一 切 补 6 五:， 

(Tzlb < 2 lr. {4) 

定理 2， 设 {7 了.} .el 是 由 一 个 第 二 缚 的 拓 拉 烤 性 空间 瑟 天 拓 朱 烧 性 

空前 吾 , 中 的 一 族 缕 性 算 子 ;全 对 葵 每 个 ze 怠 , 集 
A(xo) = {Texo|e € 7) 

具 下 列 性 贤 : 料 於 五 : 中 零 元 8 的 每 个 轩 域 IT ,存在 自然 数 有 ,使 A(zx0) 己 
kU。 期 未 对 献 每 个 下 《省 (上 日 ), 必 可 找到 一 个 WEB(6), 使 针 众 一 
HeeEl, 


TAW}COV. 
如 。 合 
R=|x|xeE, : <7- 一 二 Terk 可 ， 
道 庄 也 表示 忆 1 的 于 包 , 而 忆 是 先 定 的 68' 的 部 域 ,使 
U—UcYV, 
过 榜 的 判 城 忆 存在 , 因 需 拓 搂 芒 性 空间 必 是 正则 拓 朱 空间 。 由 施 
T, (KD) 
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是 并 和 集 ,所 以 , 
R= [| TpD) 
eI 
是 并 集 。 由 於 关 礁 A(x0) 的 假定 ,对 座 任 意 zo & EE 必 存 在 上 自然数 六 ,使 
A(XoI CEU CED, 


所 以 每 个 各 必 合 在 一 个 Rx 中 , 即 
E= (RF. 


二 1 
五 鲈 是 第 二 网 的 , 必 有 一 个 已， 表 久 Re,, 是 第 二 网 的 ， 但 
Er, = FEF, > D(R.) 一 DU ) > Dei 尘 G 


是 不 空 并 集 ,但 可 六 表示 和 集 B 的 开 核 ( 即 含 在 巨 中 的 最 大 开 集 )、 到 
z《 G， 如 果 wEG 一 z, 那 末 对 喜 一 研 了 


rr +z) eV, 
加 


1 1 1 于 了 FF 
一 了 了 一 -一 人 Ee ed 
局 et 到 z(t 守 十 之) Ko tv CC 。 


了 但 3 一 pox 是 束 态 映像 而 G 一 z> 是 @ 的 那 域 ,所 以 必 存 在 日 的 轩 绒 克 ， 
便 和 YE 开 一 > 成 3 一 2。 所 以 党 症 E 于 时 ,对 喜 一 雪 二 7 
Tx 一 1 (hr) er, 
ke 


各 正 是 所 要 改 的 。 

广 . 注意 ,在 本 定理 的 座 朋 中 , 菲 没有 利用 到 拓 朱 线性 空间 的 一 切 
属性 . 特 曙 是 在 定理 1 的 5 个 人 条件 之 中 , 我 们 只 用 了 1)2) 8) 及 数 乘 
积 * -> Kox 的 连 种 性 ; 拓 朱 精 构 的 正则 性 也 员 由 1) 2) 8) 推出 , 因 需 对 
辟 任 意 UE3096), 取 VEWB9), 合 VF 十 CD, 兹 取 了 篇 对 称 的 ， 那 
未 2%EVo>(rt VNTVTAAB, 了 zeE(x VINV,B:=2 VE 
EF VocUGwEV), 所 以 WcU。， 因此 , 如 果 巨 是 一 个 {7T,) 璃 拓 朱 
“四 ) 避 ,同时 又 是 下 二 的 线性 空间 ， 使 ~> at 及 a 一 ar 雨 泽 算 都 是 
连续 的 , 那 未 定理 2 仍 成 立 。 特 别 可 以 得 出 下 面 的 系 。 
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条 (Mazur-Orliezy), 设 马 是 第 二 灿 的 (7T1) 型 拓 朱 空 靖 , 同 竺 它 
有 是 实 或 写 秦 性 空 人 出 ， 使 忌 按 过 态 性 空 沿 粘 构 中 的 加 法 王 苦 嫌 与 它 的 
拓 ;9 朱 千 构成 篇 拓 朱 华 . 设 XY 一 at 与 wa-> amfaE 开 28 二) 各 是 团 怕 到 
巨 中 与 由 芒 到 二 中 的 巡 凿 映像 , 那 未 (az) 一 at 是 由 世 x 瑟 到 已 中 
的 连 入 映像 ,从 而 百 是 拓 抽 楼 性 空 出， 

访 ， 对 办 每 个 满足 |e|<<1 的 数 « 5， 会 . 


: te ad ， 

情 笋 定 ， 7 了, 是 由 已 到 五 中 的 粮 性 第 子 ， 国定 Xo& 二， 取 @ 的 郑 域 U， 
屠 末 由 南 a 一 et 的 连 冲 性 , 如 取 5 半 0 相当 小 ， 可 使 匀 共 一切 证 足 
lal< 人 1 的 atk,i 


oxo EU, 

特别 ,可 取 3 怖 一 个 适当 大 的 自然 数 的 倒数 ,其 是 [Td|a] < 革 满 足 定理 
2 的 一 切 人 条 牢 , 突 而 对 伶 任 意 下 E309), 必 存 在 二 EB(6), 使 滋 本 一 
研 &| 之 1, a CV 航 是 (a, X=3ax 在 {0, 日 ) 不 连 灶 . {Bax — oo= 
= {0 oR to) + dit) 十 (一 aojxo, 从 而 (wa， 光一 az 在 
Ex 吾 中 通 不 连 粹 ， 

定理 8。 由 实 拓 朱 简 性 空 尚 记 到 袖 拓 杰 态 性 空间 中 的 人 尾音 加 法 
连 十 算 子 必 是 章 性 的 (和 伦 地 是 粮 性 的 )， 

证 ， 敲 卫 是 由 五 到 中 的 加 法 连 种 映像 ， 下 的 加 法 性 可 知 ， Es 
雁 一 切 自然 数 ?， 

TR) = NT, 
和 从 而 
TH) = 一 = 一 RT 和 

全 2 = 厅 是 有 理 败 (2 0 整数 ) ,不 允 看 出 


7 (Zw)— 王 Ts 
a a 


由 a 一 az 的 巡 钙 性 各 T 了 的 连 秆 性 立 列 推出 所 要 车 的 精 果 . 
滋 . 投石, 忌 " 是 入 拓 杰 炉 性 空间 ,而 了 是 由 百 到 加 中 的 一 个 加 法 


290 折 搂 答 由 概 论 
过 冲 算 子 ,站 且 T(iz) iTx (i 三 ~ 一 1), 那 末 人 是 米 性 算 了 于，、 
证 .出 定理 3, 当 把 互 ,看 成 实 灯 性 襟 间 时 ,了 是 实 塞 性 的 , 色 对 
碎 实 数 a ,Titax) = aTx， 对 雁 任 意 补 数 a 十 iB (a > BB 是 实数 )， 
Ya + iB}Yr) = Tlar) 十 TB = aTw + iBTr = 
“ = (a + iBTY, 


赴 . 在 上 面 系 中 ,如 果 不 假 定 Yi) = iTx, 车 葵 不 必 成 立 。 

例 、 设 马 表 示 寓 数 域 上 上 的 一 礁 窒 间 [ae iaE 而，ee 吾 ; 设 了 是 由 
五 到 天 中 的 加 法 连 杯 算 子 .Ttw 十 iB)e) 二 alx,BB 实数 ), 末末 
Tiie) = 0Fi = i(e)! 

定理 4。 考察 数 城 上 的 琢 个 拓 拉 稳 粕 空 有 是 答 BB6， 训 表示 
由 天 到 Es 中 的 一 于 禾 性 算 子 的 企 体 (4 设 定向 集 卫 = D, x 了 
是 定向 上 集 Di 与 吾 的 祝 序 集 , 去 里 玉 是 定义 有 的 拓 楼 千 榴 的 定向 集 ， 
吾 :是 吾 中 舍 台 的 一 切 圈 柴 控 包含 需 任 所 硼 成 的 定向 集 ( 工 定理 6). 
如 果 e = (8, BB) ED, 半生 了 TEE, 定义 

Th = supll Txlls, (4) 
那 末 (TI) (ee 厂 ) 是 @ 上 一 族 供 范 数 , 从 而 在 @ 上 定 闵 一 个 拓 揣 线性 
空 肖 结构， 

证 。 依 入 性 代数 ,不 次 看 出 是 粮 性 空 闻 。 由 定理 1 及 其 后 的 让 
可 知 (4) 中 定义 的 | 了 | 都 是 有 需 的 . 

1) 如 果 了 = 口 是 等 算 子 ( 即 了 2 = 上 ,一 切 %)， 那 林 ,， 对 亦 每 柱 
EB, TA 0 从 丽 iT2 ja 三 0, 即 ;i014 =0。 反之 ;如果 上 TI = 
一 0 对 一 切 了 成 亦 , 那 未 将 去 五 , 中 合 8 的 任意 固 集 B， 

EB=>|iTr|k = 一 0， 
而 依 EB 中 的 秸 构 , Tw = 89'， 估 S81 定理 6, 对 元 每 个 2E Bi, 必 . 存 在 
BB 中 一 个 集 , 使 但 集合 你 , 和 交 而 TY 三 8(x EB), 即 T=0. 
2) 曾 座 任 音 a ER, 2 = {4d, B)}ED,TEE: 
aT = supilaTr ,a = suplalilTwll = ialllTlh. 
双 如 了 ,Te 它 ， 


* 
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i TD + Tel = supll Tx + Tar la, 
但 依 31 定 丸 2?3 的 3), 必 存在 df DD,, 使 
Tg 十 Tor lla ITs, + 1 Ter la,, 
从 而 
[Ti + Toil < supll Fizle + sapltzszlle = 
= HT np + Tlker, s, 
(ad', B) ED. 
3) 如 >d(g,， de Ds), 依 81 定 闵 2 的 4), 种 Twi lITxll， 
入 而 如 果品 语 4d, B'DB(B, B'& BB,), 
‘Tia 一 sup | ?x ll 闻 supllTzla = | Tika,a. 
葡 完 ， 
诗 。 由 定理 的 区 有 明 可 知 不必 设 Bi 包括 吾 ; 中 合 日 的 一 切 有 异 集 ， 
只 设 过, 满足 下 列 雍 由 件 就 够 了 . 
(i》 B, 是 由 到 中 舍 8 的 某 些 有 界 集 按 包 合 天 保 c 己 租 成 的 定向 
列 ; 
(二 ) B, 中 的 集 覆 盖 BB, 即 对 从 每 个 2 ,存在 BEB, 使 
€B., 
志和 后 便 用 到 过 一 点 , 青 注 意 。 特别 下 面 往 往 取 B, 党 台中 售 8 的 一 切 
有 豆子 集 的 人 全体， 
柔 . 设 对 礁 每 个 y《 ,95 EE, TEEC, 使 Tx = y, 需 了 定理 4 
中 的 仿 能 数目 了 |) 都 是 担 秒 数 , 必 须 且 内 须 刀 , 是 局 部 山 的 ， 
座 。 如 果 本 是 局 部 本 的 , 依 $1 定理 5, 可 取 定 理 4 中 的 屯 , 全 对 
艾 每 个 4 DD,, zj 助手 范 数 ， 座 是 对 检 每 个 x 局 ， 
7 + Toxlla ST rl + [Tila, 
从 而 对 要 任 意 7 了 1, To 及 每 个 x 《Ed € DD,， BEB,e= {ad,B), 
AT1 + Tal = sup| Ts + Trl < supl Tix|le + supl| Tr]le = 
xEB 号 外 乒 
一 外 了 jl。 + 由 了 |。， 
和 从 而 TI 也 是 握 范 数 ， 
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反之 ， 设 每 个 ji 了 jl 是 气 和 基数。 对 图 每 个 并 :， 食 BB 是 有 界 集 
1 ,日 }, 那 末 对 亦 任 意 46 DD;， 

[Tx + Trl = | + Talhas STilha,s: + :i Tsl: aa; = 

= |iTx | + | Tow li. 

钱 然 恢 痕 定 当 + 温 历 加 而 1, Ts 过 历 区 时 ,了 Tix, 7T 也 通 压 无， 可 
知 lyla (¥€ 名 2) 是 失范 数 .从 而 上 是 局 部 目的 ， 

广 。 晨 别 在 上 面 的 定理 及 系 中 , 命 =, 埋 末 上 中 的 据 朱 入 性 
粘 构 由 一 咎 日 独 的 范 数 ||zx| 三 [a| 决定 , 即 Ds 出 一 个 元 组 成 。 极 是 拓 
朱 线 性 空间 上 ,上 一 急 料 性 闹 丽 数 的 双 苯 1? = T(E) 二 B* 粗 成 一 个 拓 
反 线性 空 浊 ,定义 它 的 拓 搂 千 构 的 气 条 数 族 是 

上 并 = sup [fCE}),, 

过 可 {B) 是 互 中 一 些 满 足 定理 4 下 土 的 条 件 (i){ii) 的 有 异 集 的 族 ， 特 
玉 , 取 玉 BB) 篇 吕 中 合 日 的 一 妇 有 守 集 的 全 体 ， 那 未 相 详 的 拓 搂 千 屋 上 嵌 
做 三 ”上 的 薪 拓 多 粘 榴 . 

但 在 上 面 却 有 一 点 站 未 说 朋 ， 即 BE* 究竟 有 洛 有 弄 堆 元 ? 滩 : 和 有 有 非 
夫 元 只 不 通 是 不 是 道 的 情形 ,不 引 人 人 有趣 . 

阐 ， 散 Sr0, 工 表示 [ 避 , 1] 上 一 切 敬 通 有 帘 值 的 可 浏 画 数 人 全体 按 
焉 常 膛 算 绷 成 的 烤 性 空间 ,过 时 苑 起 相等 的 本 数 等 同 起 来 。 按照 $1 定 
理 1 鲍 例 6 中 规定 的 拓 9 楼 千 构 , S[0, 1] 是 拓 搂 多 性 空 浊 。 可 以 惟 明 ?2 
SLI0, 1] 上 该 有 非 雾 克 性 沪 画 数 ， 

下 面 将 名 上 面 提出 的 击 题 输出 解答 (Lasaille 定 带 )， 在 此 之 前 ,我 
们 需要 一 些 音 全 知识 ,将 在 下 他 引信 ， 

3 3。 实 二 接线 性 空间 与 复 拓 拉 裤 性 空间 的 天 保 

前 面 我 们 考察 了 神 拓 缺 粒 性 空间 及 衫 折 灾 粮 性 空 灿 的 一 些 性 轩 ， 
设 包 是 窗 拓 朱 克 性 空间 ,出 显 然 它 也 可 以 看 成 是 实 拓 接 炮 性 空 浊 ,只 须 
把 数 域 限制 成 实数 域 就 够 了 ， 下面 录 明 ,反之 ,每 个 实 拓 朱 移 性 空间 一 
定 可 以 自然 地 梳 张 成 复 拓 搂 线 性 空间 .本 节 也 考察 实 和 禄 性 涡 醒 数 仁 槛 

1) 从 看 并 时 站 的 < 识 图 分 析 计 闵 ", 高 等 教育 出 版 入 出 版 . 
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区 性 污 画 数 的 天 傈 . 

定理 1. 钰 已 是 实 拓 搓 绛 性 空 关 ， 合 吾 = [x 十 认 |*, YE Bi= 
= 二 1. 在 囊 中 定义 运算 如 下 : 对 灵 ,zu ,oc 瑟 .oa 8 篇 实 数 ; 
贡 十 杀 一 如 十 证 后 妆 六 一 台 玫 二 人 条 汗 刘 ?十 ( 攻 汪 年 ) 一 人 干 中 ) 十 
+ yt vo); (a+ Bw tt iy) = (oa — By) + i Br 十 的 )， 轩 坝 
每 尾 吕 EMU1 表 马 中 8 的 郑 域 组 ), 全 0 三 {x 十 i 记 |w,v 《Ui 那 末 
出 == 和 {01DU Ej 在 瑟 上 定义 一 个 拓 杰 和 性 空间 的 精 权 ， 使 书包 合 一 
眉 与 吾 代 数 地 同 权 且 邱 拉 地 同 且 的 实 子 空间 。 如 果 吾 是 局 部 号 的 ,出 

1 世 是 局 部 四 的 ， 

诈 . 1) 发 2 十 说 EE)， 其 中 ,YE 避 ,而 * 十 绪 属 座 一 切 Ul 
《 l, 那 未 ,由 五: 中 相等 关 色 的 定 闵 , + 三 y 都 属於 一 切 ZE 从 而 
== 日, 所 以 十 训 是 媚 中 的 喜 元 , 即 山 满足 $1 定理 1 的 1). 

训 Be, 则 太一 了 十 订 ,T 一 T 十 评 , 其 中 可 了 TELL 
取 WEH, 使 CUNT, 出 全 三 斌 十 CHT, 稀 而 出 岂 涡 尾 
81 定理 1 的 2), 又 如 UE 惠 避 =U0U 二 iV, 其 中 UtU, 取 T 
E11, 使 十 下 CU, 则 全 有 = 下 十 证 , 莽 是 证 了 一下 十 证 二 
+ VF+iV=V+VF+iFtVIcU+ 如 = U0, 吉 $31 定 理 1 肯 8) 
也 满足 . 

发 了 Et 即 Ti=D+ 记 ,EU 取 久 4, 和 使 WWcer, 
存在 下 《1, 使 圣 於 每 个 满足 |x| 罕 1 的 衫 数 wx, af CCW， 所 以 对 太 任 
总 诺 足 lxj| 委 工 的 复 数 “ 及 任意 了 7 三 三 了 十 评 , 可 以 写成 w = BB 十 
十 和 ,其 中 月 ,7 需 绚 圣人 秆 所 1 的 裤 数 ,而 六 = 十 证 s, 其 中 下, TV, 
《7 ,从 而 ce 一 (087 一 77) 十 二 BT 二 FTC 了 十 全 + iW+Wic 
CE 十 记 = 也 ,所 硫 | 吉 所 1(a 是 复数 ) 一 > acCT， 如 和 1 定理 革 
之 4) 满足 ， 

及 如 记 ,UU 可 以 帘 成 X=X+iy, 2 YE, 而 Ui=U+ 
十 说, EU 先 取 VEN, 使 |a| 之 1(0 实数) 一 >aVcU. 依 $1 定 
理 1 的 5), 存 在 实数 c, 有 ,使 zeaeFr,y6pBF, 和 从 而 如 =z 十 亡 EaT 十 
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+ iBVcmax (te, BYU 这) = max (a, pl 从 而 1 也 满足 1 
定理 1 的 5). 

和 从 而 名 是 一 个 拓 杰 赦 性 空 沿 ， 

2) 如 如 是 局 部 吓 的 , 划 志 中 8 有 一 由 是 集 粗 成 的 基本 章 域 祖 . 但 
如 如 是 上 帅 的 , 旧 Ui 三 0 十 记 也 是 晤 的 , 因 需 如 十 弹 EU, 十 记 丰 
ED 其 中 人 ,yw VE 殖 ( 所 以 ED) 而 1 篇 衫 数 , 且 0 宝 1 委 1, 则 
Mr) TF Di) = r+ — Dw + ity+(l— A)v] € 
EVD+ 记 = UU, 和 而 台所 是 局 部 由 的 ， 

3) 抬 吾 中 元 # 熏 五 | 中 的 元 十 请 等 同 起 来 , 从 而 把 瑟 嵌 入 五 ， 
此 时 Zn 吾 = UU 三 UV + 记 ) ,和 从 而 总 同 配 也 同 有 是 页 豆 中 一 个 裤子 
空 骨 。 

广 . 襄 了 是 如 上 的 炎 性 沁 丙 数 , 把 了 延 拓 到 世上 : 

fu tiv) = fu) + ftv), HU, EE, 
因 坑 
Hr t+t+iv) = Fr + 8) + f(y + +) = 
= Fx) + fu) + EN) + fv) = 
= Fx + iy) + fu + vo), 
而 如 a,B 是 二 数 ， 
六 (Ca + tBu + In)) = flar — Bo) + iftav + Pu} = 
= af(#) 一 有 Fo) + taf (2) + iBF(H) = 
= (uA BF + fv)] = 
一 《& + BF + i ), 
竹 而 了 成 篇 己 上 的 和 厂 性 沪 画 数 ， 如 了 又 是 妃 上 连 苇 的 , 草 延 拓 征 了 也 
是 过 禹 的 ,着 出 是 容易 看 出 的 , 因 篇 取 U&11, 使 
+EU—>Ifr)|< 
那 末 
EUEU iV = WH vEDU, 
从 而 
(Fo) | + iF) < e， 
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以 上 十 不 足 道 的 。 但 我 倍 下面 考察 另 一 问题 , 即 加 志 是 神 丘 撞 粮 性 空 
间 , 而 了 是 百 上 害 值 线性 识 画 数 , 则 六 自然 也 是 衫 竟 性 加 法 识 画 熬 ， 即 
对 葵 几 实数 a, F(ax) = afz)。 反之 , 厂 上 实 座 性 加 法 沁 函 数 是 可 一 
定 是 百 上 或 可 延 拓 成 五 上 的 复 值 线性 讽 夯 数 呢 ? 下 面 的 定理 即 解 决 熏 
一 开题. 

定理 2， 锥 互 是 复 拓 朱 矿 性 空间 ; 屋 风 是 召 上 一 个 复数 值 统 性 过 
炉 识 画 数 , 刚 必 存在 互 上 一 个 实 估 加 法 实 刘 性 连 业 识 函数 六 使 oz) 一 
= 六 3 一生 ( 光 反之， 如 上 是 五 上 实 值 运 炉 加 法 埋 赛 性 读 画 数 ， 则 
{rt 地 AX) 一 放 ( 和 这) 是 五 上 一 个 复 值 连 千 乱 性 讽 画 数 。 

座 ，1} 号 旬 是 五 上 利和 值 线性 过 和 纺 锦 画 数 , 刚 可 襄 成 旬 (t) 一 产生 1 十 
二 29(w)s 其 中 式 2) 9) 都 是 实 箱 涡 函数 ， 一 方面 PP( 启 ) 一 江 记 ) 寺 
二 iy( 朗 ), 另 一 方面 ,1pP(W) = (8) 一生 3) 所 以 丰 这) = — 9g{(%), 
9g(iw) = fx%), 下 且 得 两 式 是 同 效 的 ， 所 以 P(X) = Rw) 一 证人 2) 
如 a, 6 是 实数 , 则 比较 gtox 二 By) = ap(X) 十 BP(Y) 的 实数 部 分 可 
以 看 出 , 了 是 加法 实 章 性 的 。 了 的 堪 炉 性 是 多 的 连 业 性 的 直接 和 车 果 . 

2) 设 了 是 召 上 实 值 严 和 米 如 法 实 森 性 识 画 数 , 定 闵 9(2) = F(X} 一 
— fm) ,HF P(r + = + i +) = 了 (7) + Fy) 一 
一 让 六 入) + Fi)] = PX) + (0) ,而 

PT) = FT) — i RY = CR) + Fx) = p(t). 

有 的 连续 性 万 是 f 的 连 炽 性 的 直接 灶 暴 。， 和 多 而 恢 32 定理 到 条 ,全 是 
EE 上 烤 性 过 钙 污 画 数 ， 

广 。 设 了 如 定理 2 所 述 , 依 32 定理 1, 如 市 Xils} 表 定义 区 的 盾 楼 
寺 裤 的 一 族 位 范 数 , 则 存在 正 数 上 盖 0, 使 对 每 个 工 ， 

FT szlls, 
合 ||flls 表 满 足 上 式 的 & 的 最 大 下 界 ;同样 我 们 合 ||P|l 家 满足 
[PC2) | [xlla 
的 庄 正 数 上 的 最 大 下 界 。 我们 改 朋 圣 每 个 信 范 数 |[x||z， 
lle = Fa。 

事实 上 .对 任意 YEE, 恒 可 取 3&€ 站 ,2x] ,使 
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让 ieBy) = cos Fiy) — sin 3 f(y) = 0, 


fiy) 
5 一 所 
0 f(y) 四 


[on l= le p= pesy)| 一 | Fe | 
| le 一 站， 
从 而 咱 间 | 之]fils。 另 一 方面 ， 由 栗 |[flis 的 定 衣 ,可取 & 瑟 ,， 使 


zl =1, 而 | 二 5) ya ( 因 篇 中 a= inf a pp > 一 切 z= 


= su pi eup LX), 所 [p(n) l= MTF + [Fx] 


“eb | le tz 
2 |F(Zn) | 从 而 对 。 记 0, 可 取 6, 使 RR 祝融 一 i(r fi 一 6， 
Halla = 1 蕉 是 | 上 = iy 


S$ 4， 非 芍 约 性 涡 数 的 存在 问题 


首先 考察 填空 闻 上 烷 性 汽 画 数 延 拓 到 整个 空间 的 有 阳 题 . 

定理 1(Hahn-Banach). 珊 互 是 实 ( 槛 ) 局 部 凸 拓 瓜 荆 性 空间 ， 
九 是 定义 在 EE 的 一 个 米 性 于 空间 4 上 的 实 ( 福 ) 条 连 萤 如 法 管 次 性 ( 革 
性 ) 讽 画 数 , 那 末 必 存 在 定 装 堆 整 个 吾 上 的 一 个 实 ( 复 ) 估 违 种 加 法 实效 
性 闵 性 滴 范 数 六 使 当 32< 4 时 , 访 z) = (zz) 如果 存 在 忆 < 呈 ,实数 
并 ,使 i)| 雪 吾 | 忆 | 上 (x 4), 著 未 洁 蕉 一 切 尺 EE 也 必 有 

(fr) Mr ks. 

证 1) 首先 考察 是 实数 域 的 情形 。 和 如果 扩 = 日 , 定理 不 足 道 ， 

设计 去 日, 必 存 在 有 界 集 BcE, 使 
Le = suplfo(®)| #0. 
把 然 疡 是 违 炉 的 , 必 在 在 @E 了 (已 表示 定义 互 的 拓 反 和 辐 构 的 定向 舍 ) 及 
正 数 £, 使 对 亢 一 切 3E 吾 ,| 六 (2 叶 扫 世 才 本 ， 合 pz) 一同 之 | p(x) 
是 一 避 凸 沪 共 数 ， 依 和 平常 的 Hahn-Banach 定理 !', 可 以 把 站 xz) 延 拓 
成 五 上 一 条 实 加 法 短 次 性 沪 夯 数 产 z) ,使 [fC(2)| 之 正二 (RE 吾 )， 施 
是 了 世 是 开业 的 . 
1) 见 英 一 般 寥 页 功 析 敬 中 ,得 喜 内 略 ; 厅 看 并 禾 家 的 * 训 国务 析 皇 芒 * 
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2) 设 是 被 数 域 的 情形 ， 依 前 凶 的 精 果 ,可 以 寅 成 
fr) = (x) — f(x), 
广 是 定 闵 在 4 (看 作 实 芒 性 空间 } 上 的 连 稿 如 法 实 音 性 读本 数 。 恢 葡 明 
1) 可 知 存在 定义 描 整 个 吾 上 的 连 炉 人 赣 诗 性 加 法 识 画 数 p, 使 26 4 = 一 
>P(E) = 2). H 
fr) = PE) — tp EE), 
零 是 上 是 五 上 一 个 乒 值 连 稿 米 性 识 本 数 , 芷 且 
WEA=>F) = hol rt), 
对 喜 任 意 x< 吾 , 说 Fw) = pe p, 8 是 当 数 fp 汪 0), 那 未 
[2 一 eT Hf) = fet), 
但 适时 , 大 ex) 是 实数 ,从 而 = J1(e-ix), 因 坑 德 者 是 f(e”™ix) 的 裕 
数 部 分 。 欠 是 
[| = (eres) < Me = Mz. 

定理 5 (LaSalle)。 需 了 数 域 下 上 的 拓 搂 弹性 空 蝴 吾 上 有 一 蛋 非 
雳 线性 沪 画 数 存 在 ， 必 须 且 只 须 吾 包含 一 个 不 等 於 天 自己 的 不 空 责 
集 ， 

证 .1) 必要 性 . 识 站 是 上 一 个 非 需 科 性 汛 画 数 . 分 

A=1{r|rE EB, f(r) 1). 
屠 末 《了 4, 巧 且 由 喜 了 的 连 糯 性 可 知 4 是 开 集 ， 访 
[Fr | 1 |< 1 0 El, 


[六 十 (To DENF)| + iF) 1, 
和 从 而 4 是 四 集 . 钱 然 站 不 情 等 礁 需 ,在 在 XE 避 , 使 人 zw0) 天 0, 南 二 


竹 而 2X0/f(20) & 全, 即 生 持 瑟 。 
2) 充分 性 . 设 和 4 是 巨 中 一 个 不 寄 开 赴 集 ,4 甘 记 ， 无妨 识 和 439， 
因 和 无 论 如 何 , 各 天 允 ; 合 4&e4, 用 4 一 & 代 冯 就 得 出 一 个 舍 昌 的 不 容 
并 同 集 来 。 妈 扰 妨 设 和 是 均衡 的 , 否则 可 以 考察 ( 仿 81 定理 4 的 霜 ) 
B= NAIMEE,l2|= 1), 


那 末 
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邢 末 召 世 是 凸 集 , 且 召 38@. 依 8$1 定理 1, 必 存 在 @ 的 加 成 了 , 使 

lx| 1=>aV CCA. 
特别 , 当 上 | = 工时 ,了 Cd4, 利 而 VcB。 必要 时 用 如 代替 4, 钴 妨 设 
刀 便 是 一 个 不 等 英 五 的 含 日 的 一 都 域 了 的 均衡 严 集 . 恢 和 1 定理 工 旨 
因 下 cA, 尘 座 每 个 + 《到 , 存在 数 w6 玉 ,使 <a4， 他 定义 

zl = infllallz Eaal, {1) 

lz 人 la 是 定义 在 如 上 的 非 负 值 污 丽 数 ,站 且 ||9|h = 0. 不 认 看 作 ， 

lax lla = lad lx lia, 


考察 lz + Yl, 2,V《 召 , 由 (1), 对 於 每 候 s 之 0, 可 肥 数 14, 4, 使 
ol t+. 0<lH< ly + 


而 
TEAA, YE LRA, 

扩 斌 是 均 衔 的 , 《4 ,< 从 丽 , 因 各 是 西 集 ， 
人 十 人， | _y E 站 
NEF i T+ fe 

即 


[x + gs lA lel lzi + ylls + e, 
s 六 0 辽 是 任意 的 ,可 知 
EE 
於是 ||xjls 是 凸 涡 画 数 . 遵 个 沁 栈 数 |z|ja 不 情 等 於 0。 溃 壮 上 ， 恢 企 
定 , 3%0E 加 ,wo 长 及， 多 存在 x,0 过 [#1 过 1, 使 Epd， 由 和 A 的 均 
衡 性 可 知 E12| 有 有 4， 妈 因 台 & 4, 依 和 4 的 辐 性 可 知 
= (1 一 AD)8 二 ei E A4， 
得 出 流 古 .特别 0<|x| 之 1 一 > ot p24, 即 | 由 zol 和 0 
於是 焦 于 常 Hahn-Banach 定理 , 巨 上 有 一 实 人 秆 加 法 消 普 性 汽 画 
数 f(7), 使 对 苓 每 个 x EBB, f(x) 之 |xla, 总 县 F(z) = EA 和 0. 
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大 是 
从 而 


— Hx) = Fo 2) zh = Hz|h, 
iF ela (2 EE). 
[zi 可 以 看 成 是 定 闵 巨 的 任 入 数 族 中 的 一 个 (1 定理 2 之 订 )， 直 此 
可 知 了 是 连 炽 的 。 当 匠 是 宵 数 域 的 情形 , 苛 朋 已 完 . 
今 寺 复数 域 玉 的 情形 ， 利 用 如 上 构成 的 讽 丙 数 了 ， 
Pr) 二 f(x) — fr) 
是 如 上 一 个 篮 值 荆 性 污 画 数 , 汞 且 
{ro) 一 | 如 -io 和 0 
因 希 它 的 衫 数 部 分 || zol 和夫 0。 巧 完 . 

取 。 如 果 殖 是 局 都 辆 拓 搂 线性 空 沿 ， 那 未 涯 於 每 个 moE 吾 及 租 个 
4E 六 (万 是 丰采 认 召 的 拓 把 辕 构 的 定义 据 秀 数 族 的 定向 集 ), 必 存在 吾 
上 一 个 芒 性 涡 画 数 六 zx) ,使 瑚 2) = ||xolla. 

证 。 只 人 须 在 上 小 定 理 的 廊 明 中 、 用 上 x 代替 上 x|h， 由 苓 五 是 局 
部 凸 的 , ||xll 都 是 报 箔 数 ,从 而 那 嘉 的 芒 明 适用 。 堆 是 首先 得 出 -- 个 
定 闵 在 媚 上 的 实 值 实 将 性 连 积 加 法 识 栈 数 访 使 

flro) = jolla , 
事 窒 上 ,可 以 间 一 步 要 求 
六 (eto) = 圳 | xolls (a 是 实数 ), F(ixo) 一 0. 
着 个 及 是 定义 在 米 性 于 空间 {axojp 《上 上 的 宣 值 加 法 普 次 这 炽 疯 钞 数 . 
先 把 刻 延 拓 成 整个 加 上 的 连 业 守 值 加 法 袜 普 性 汽 丽 数 , 使 


(fer) zlla, Fxo) = zolla (x € BE). 
然 德 全 有 
PR) = FR Oo ry (2 EE), 
得 出 互 上 一 个 补 值 巷 性 滴 函数 g(x), 而 
各 (Yo) = Fro)》 一 让 (io = fliwo) = EA 
证 完 ， 
$5 距 风化 问题 
在 历史 上 ， 拓 朱 精 的 由 距 角 地 至 由 复数 央 定 的 那 种 米 性 实 间 的 研 
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客 是 更 早 的 。 现 在 车 察 一 般 拓 楼 闪 性 空间 可 坛 算 见 重 可 晓 箔 的 条件 . 
定 革 1. 拓 搂 粮 性 空间 五 叶 做 可 戏 距 岁 的 ， 是 指 它 的 拓 灾 辕 楼 由 

一 个 距离 决定 ， 无 叫做 可 赋 准 和 范 的 ,是 指 它 的 拓 搂 桔 粮 可 以 由 一 个 不 

杰 嘿 见 央 定 : 


pixw, y= pi — YB), (wr, vy EE), 

赣 时 |*|i 三 p(x, 日) 昌 做 上 的 浴 范 数 . 如 果 互 上 腻 有 灌 锡 数 ， 站 且 
接 由 过 咎 准 范 数 ||x1 引起 的 距 座 p(x, 切 三 lz 一 34|| 是 完 徊 的 ,请 就 中 
做 FrEehet 型 空 出 0 

由 拓 杰 寻 的 距离 化 定 至 { 角 和 谷 静 夫 ) 立 和 剂 推 出 下 列 定 理 ， 因 需 拓 搂 
线性 空间 正 是 一 个 加 法 交换 拓 秋 全 

定理 1。 篇 了 拓 搂 粮 性 空间 吾 是 可 肛 距 睁 的 ， 必 须 且 只 须 它 的 等 
元 有 一 可 数 的 基本 郑 域 粗 . 

广 。 寓 际 上 ,号 可 民 蚌 可 虐 四 内 的 ,而 且 是 可 崇 举 能 的 ， 

同样 ,由 拓 炎 区 的 相 座 定理 , 并列 得 出 

定理 2， 完 储 的 可 朋 距 钦 拓 朱 粮 性 空间 必 可 改 肪 一 拓 搂 等 从 的 距 
底 , 合 过 距离 是 不 退 的 兹 由 过 空间 投 它 成 需 Fréchet 空间 

简 。SE0, 开 ，C(2) 等 都 是 可 赋 距 赃 的 (都 是 Fréchet 型 的 )， 但 
1 定义 工 下 例 工 的 空间 并 有 ) 当 有 是 扰 需 集 蛙 是 不 可 赋 曝 允 的 . 

定 蒜 2， 拓 朱 各 性 空间 碧 昌 做 局 部 有 界 的 ， 是 指 其 中 包含 一 捆 不 
空 有 界 轩 和 集 ， 

主 。 设 拓 朱 张 性 空 沿 互 包 含 一 个 不 空 须 有 界 集 2, 无 芒 设 G 包含 
9, 因 篇 只 须 用 一 位 移 G->G 一 a {a 《 8) 就 可 把 侣 粮 或 含量 的 有 界 潮 集 
(8 1 定理 6)。 冯 如 果 避 古 不 空 并 有 界 集 , 而 a 关 0, a EEK, 那 未 ae 了 也 
是 不 空 开 有 界 集 . 设 U 是 的 任意 逆 域 , 依 有 界 集 的 定义 ,存在 数 a€ 


EF, 使 GcaD, 即 二 GcU, 但 六 工 9 的 任意 部 城 V, 可 取 昌 的 痢 域 ， 


]》 我 们 这 驯 和 的 Fréchet 空间 ,是 按 早期 交际 中 的 命 种 的 (内 例 如 Banach, S,: Thé- 
orie des opérations linéaires), Bourbaki, N. 划 管 局 部 出 的 Fréchet 空间 
是 向 Fréchet 空间 ,波兰 学派 条 它 敌 (8B4) 型 空间 ， 
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使 
is 1 一 > WcT, 
也 对 其 每 个 a 关 0 可取 急 然 数 了， 使 过 < 於是 可 取 世 ,使 二 GC 


cV, 即 (二 G) 成 需 6 的 基本 那 域 租 。 


福 

於是 可 知 局 部 有 界 的 拓 所 太 性 空间 必 是 可 有 赋 王 睁 的 。 

下 面 可 贼 范 性 休 件 是 有 趣 的 ， 

定理 3(A, HKoMoropoa).。 般 了 拓 搂 态 性 空间 已 是 可 腻 秀 的 ， 
刻 顷 卫 只 须 瑟 中 有 一 不 空 的 措 吓 有 界 集 ， 

证 ， 1) 必要 性 设 户 是 可 髓 和 范 的 ,分 !iw| 表 示 它 上 面 的 范 数 ,分 
DU 一 (2 之 1|, U0, 必 是 有 界 集 ， 因 篇 对 於 日 的 任意 彰 域 信 , 必 存 
在 正 数 a, 使 zll < 一 > r<T (能 数 决定 的 拓 杰 类 楼 奥 诛 来 的 拓 朱 
车 楼 等 俩 ), 从 而 aUCcV， 叉 因 0 一 之]| 交 之 1 从 而 jy 一 之 
之 1 一 上 | 一 | 天 声 1y 一 2 十 12 之 1, 即 

EU + CH, 

即 上 ;是 开 集 . 及 ,yeEU0<a< 之 1 一 >ilar+( 一 a) 之 ol|%| 十 
十 人 一 aid 所 以 Ui 是 山 集 。 因 ED Di 是 不 空 的 。 

2) 充分 性， 设 避 是 拓 接 敌手 空间 五 中 一 个 下 空 并 上 同 有 界 集 ,无妨 
规 各 >? 日. 依 前 凶 定 理 5 的 认 , 存在 均衡 山 集 UcG, 使 UE8(98)( 但 


U 不 必 是 天 集 ()。 纸 然 有 界 , 依 上 述 ,( 二 G)(n = 1,2,…) 是 9 的 
基本 部 域 往 , 从 而 (二 U0) ,也 是 6 的 基本 部 域 往 . 全 


1z1 = infflal's €aD), 
那 示 由己 的 均 生性 可 知 
TeaU < relulE UV, 
答 而 
zl = inf{ a [x av, «a>0}. 
z= 0<>x = 8 奥 此 zl 一 上 2 是 显然 的 。， 而 如 :>0， 可 取 
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V0， 使 H, 加 过 三 ,而 E02 寺 P00 ,ye 十 区) 如 ,. 稀 


而 由 互 的 同性 可 得 | 
Ei jz 十 开 。 世 
二 上 十 训 二 二 十 
Wa .YY _er 
2 十 [二 下 十 可 首 才 十 丈 


蕉 是 
ix + 雪上 z+ 二 二 之 Hz 由 y| 站, 
s > 0 既是 任意 的 ,所 以 上 二 玉 这 i? 十 1iVii. 注意 
EaU fa 0) 一 省 了 < ea， 


考察 二 U. 二 UU 既是 8 的 郑 址 ,可 取 ¢ 88), 使 
[0 J 
vlci—>arc LU. 
| 


又 因 (二 人 =1,2,"…) 是 6 的 基本 半 域 宜 , 必 存在 ?3 使 


ioct., 
1 
於是 
ii 二 一 38,0<<B<< 二 ,使 2€ BD， 
1 1 
从而 


EIB-: 冯 V En 有 Tc 
因 篇 4B < 之 1 礁 是 由 上 |# 放 十 散 的 托 并 相 榜 就 是 原 冰 的 拓 撕 知 能 ， 


